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Prologo |

NURIA CLIMENT RODRIGUEZ
Universidad de Huelva

Mi primera imagen de Pablo Flores se remonta a finales de los
noventa, en una reunién del grupo de Conocimiento y Desarro-
llo Profesional del Profesor de la Sociedad Espanola de Investi-
gacion en Educacién Matematica (SEIEM). En ese momento y en
los afios proximos a este, se percibia su preocupacién por el co-
nocimiento matemadtico en la formacién inicial de maestros de
Primaria. Asi, en unas jornadas que celebramos en 1999 en la
Universidad de Huelva sobre modelos de formacion de maestros
en matematicas, explicaba el foco principal en el conocimiento
matematico (tanto en el conocimiento del contenido como en el
conocimiento sobre el contenido, esto es, sobre las normas de
sintaxis de las matematicas) en la formacién que impartia a los
futuros maestros en los primeros cursos de la entonces diploma-
tura. El conocimiento didactico del contenido era para él una via
para que los futuros maestros reflexionaran sobre las caracteristi-
cas de su propio conocimiento de la disciplina y las dificultades
de afrontarlo en su formacion inicial.

Esta imagen inicial refleja constantes en toda la trayectoria
como investigador y formador de Pablo. Por una parte, el anali-
sis sistemdtico de la formacién de profesores, constituyendo la
linea central de su agenda de investigacién. Por otra, como suba-
gendas de esta, el conocimiento matematico de los (futuros)
profesores y la reflexion como via de desarrollo profesional. El
foco en la reflexion y el conocimiento del profesor, presente en
los escritos de los noventa, se mantiene en las publicaciones ac-
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tuales y podemos observar que se van desarrollando paralela-
mente en el tiempo.

En relacién con la reflexién en la formacién de profesores
(tanto inicial como continua), su trabajo constituye uno de los
principales referentes en la investigacion en Educacién Matema-
tica en Espana. Su investigacion muestra, ademads, cémo la re-
flexion vertebra su practica como formador en la formacién ini-
cial de profesores de Secundaria. Sus trabajos sirven de guia para
una formacién hacia un profesor como profesional reflexivo,
que integra de forma habitual la reflexion en su practica educati-
va, para tomar decisiones y afrontar situaciones problematicas.

Su preocupacion por el conocimiento matematico del profe-
sor le lleva a la biisqueda de un modelo explicativo sobre el co-
nocimiento que requiere el profesor de matematicas, que pueda
orientar su formacién. Esto converge con las inquietudes del gru-
po de investigacion Seminario de Investigacion en Diddctica de las
Matemadticas (SIDM), que se lidera desde la Universidad de Huel-
va. Pablo forma parte del SIDM y es uno de los artifices del mode-
lo para el analisis del conocimiento especializado del profesor de
matemadticas (MTSK). Ademads, contribuye substancialmente en
la profundizacion en el conocimiento del profesor sobre la prac-
tica matematica, especialmente sobre la practica de demostrar.

Pablo representa un perfil de formador de profesores que
considero ideal. A su experiencia como formador de profesores e
investigador en educaciéon matematica se le une una sélida for-
macion matemadtica y en la diddctica de la disciplina, asi como
una experiencia notoria como profesor en niveles no universi-
tarios. Esta experiencia como profesor de Secundaria se traduce
en su compromiso con la formacién y divulgacién, asi como
(adivino) en algunos de los temas en que ha centrado su investi-
gacion. Estos son tan variados como el humor en la ensenanza
de la matematica, la ensefianza de la geometria y la visualiza-
cion, y el aprendizaje de estudiantes con talento matemadtico.

En resumen, su producciéon como investigador es extensa y se
constituye como referente obligado en la investigacion sobre for-
macién de profesores de matematicas, la reflexion, el conoci-
miento del profesor y el aprendizaje de alumnado con talento
matematico. Documentando mi percepcién de su trayectoria
con sus publicaciones, encuentro que, de sus producciones en
Dialnet, el tema mads presente es la formacion del profesorado,
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seguidos de la reflexién y el conocimiento (igualados en name-
ro) y, finalmente, geometria, humor, visualizacién y talento ma-
tematico.

Otro de los elementos que configuran mi imagen de Pablo es
su implicacion en la formacién de formadores de profesores.
Muestra de ello es su participacion en la elaboracion de cuader-
nos de practicas de matematicas y su didactica para la formacion
de maestros de Educacion Primaria, y en monografias para la
formacién de profesores de matematicas. Ademads, por lo que he
tenido la suerte de compartir con ellos, su presencia es constante
en seminarios y reuniones formativas de los formadores de
maestros del Departamento de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada. En estas reuniones, asi como en las de
investigacion, sus preguntas son inquisitivas, con carga de pro-
fundidad, siempre con el deseo de que los formadores de profe-
sores reflexionen sobre su practica y de este modo contribuir en
su formacion.

Su compromiso con la formacién del profesorado explica, a
mi parecer, su trayectoria laboral, donde la investigacion respon-
de al deseo de comprender como mejorarla. Por eso, ademads de
en revistas de investigacion (como Ensefianza de las Ciencias,
PNA o Relime), encontramos numerosos articulos suyos en re-
vistas dirigidas al profesorado (como Epsilon o Suma). En este
sentido, la transferencia, tanto en el formato de publicaciones
como en el de participacion en congresos dirigidos a profesores
de matematicas, es otra de las constantes de su vida profesional.

Puede contarse, por otra parte, entre los investigadores en
Educacion Matematica que han asistido de manera continuada a
los simposios de la SEIEM. Podemos encontrar reportes de sus
investigaciones en casi todas las actas de estos simposios. Me vie-
ne a la mente acompanando a sus doctorandos, a quienes acon-
seja para que aprendan lo maximo posible de la experiencia. Por
otro lado, su investigacion refleja la evolucion de buena parte de
la actividad desarrollada en el grupo de Conocimiento y desarro-
llo profesional del profesor. Su contribucién al desarrollo de la
investigacion en Educacion Matematica en Espana a través de su
papel en la SEIEM es evidente.

De la figura de Pablo Flores destaco su perfil de formador re-
flexivo, que se cuestiona sobre su practica como formador, y que
se compromete con ello en la investigacion, en la transferencia
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de esta investigacion, y en su implicacion en la formacion inicial
y continua del profesorado y de los formadores de este profeso-
rado. Este perfil es inspirador para todos los que nos dedicamos
a la formacion de profesores para la ensefianza de la matematica
y es fundamental sobre todo para los formadores noveles. Sus
preguntas, muchas veces dificiles, son otro ejemplo para el avan-
ce de la Educacién Matematica. Muchas gracias por todo lo que
nos has permitido aprender, Pablo.

14 | Investigacion en Educacion Matematica



Prologo |l

JAVIER VILLORIA PRIETO
Decano de la Facultad de Ciencias de la Educacion. Universidad de Granada

Intentando ordenar las palabras en torno a este pequeno recono-
cimiento a la figura del profesor y companero Isidoro Segovia,
he querido mirar hacia atras y recordar desde cuando lo conozco
y como lo conoci.

Mis primeros recuerdos de él fueron como coordinador del gra-
do de Educacién Primaria. El fue la persona en torno a la cual giré
la articulacion y coordinacion del que entonces y hoy es el grado
con mas estudiantes de la Universidad de Granada, el grado de
Educacion Primaria. No tuve la oportunidad de tratarlo en aque-
llos dias, pero el devenir de la vida universitaria ha hecho que pos-
teriormente si tuviera la fortuna de conocerlo mas y mejor.

La primera vez que fui consciente de quién era fue a raiz de
sus muchas intervenciones en Junta de Centro, como coordina-
dor del grado de Primaria. Ya entonces me llamé la atencién su
moderacion y coherencia a la hora de exponer sus puntos de vis-
ta y planteamientos, con ese tono educado y respetuoso que lo
caracteriza. En cierta manera, para muchos de nosotros en esos
anos el profesor Segovia era «el coordinador de Educacion Pri-
maria».

Empecé a tener mas trato con Isidoro cuando iniciamos la ar-
ticulacion de lo que es hoy el programa de doctorado de educa-
cién. En ese momento estdbamos involucrados en la reestructu-
racion de los programas que habia practicamente en todos los
departamentos para generar un solo programa de doctorado y
fue la implicacion en ese proceso lo que me permitié que coinci-
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diéramos en reuniones que desembocaron en el acuerdo que
permitio sacar adelante el programa. Gracias a la generosidad de
todos los implicados en ese proceso, e Isidoro fue uno de ellos,
permitié que fuéramos el primer centro de la Universidad de
Granada en unificar todos los programas que habia para lograr
el que hoy tenemos. Curiosamente, también tuve la oportuni-
dad de conocerlo mejor, porque fue uno de los primeros docen-
tes que se apuntaron a los cursos de idiomas que empezamos a
organizar en la facultad para mejorar la competencia comunica-
tiva en lengua extranjera del profesorado que nos permitiria lan-
zar lo que hoy es el grupo bilingiie en el grado de Educacién
Primaria. Recuerdo los esfuerzos que todos haciamos para que
se pudiera encontrar un nimero minimo de companeros que tu-
vieran el mismo nivel. Fue en esos contextos en los que empecé
a descubrir otras facetas que me permitieron conocer mucho me-
jor quién era el profesor Segovia. Siempre le estaré agradecido,
porque fue un ejemplo para muchos companeros que vieron a
través de su esfuerzo que nunca es tarde para embarcarse en nue-
vos desafios, como mejorar una lengua extranjera, a pesar de las
muchas tareas en las que estaba implicado.

Posteriormente, he tenido mas oportunidades de conocerlo
mejor, ya que asumimos al mismo tiempo nuevas labores de
gestion: él, la Direccién del Departamento de Didactica de la
Matematica y, en yo, el Decanato de la facultad. Ha sido en estos
anos en los que hemos trabajado mucho mas de cerca y compar-
tido perspectivas sobre los temas que afectaban al centro. Siem-
pre ha defendido con conviccion el dmbito de las didacticas es-
pecificas y ha luchado por que el drea de la Didactica de la Mate-
matica tenga el lugar que le corresponde. El es artifice, junto con
el magnifico elenco de companeros y companeras con los que
conform¢ el departamento, muchos de ellos ya disfrutando del
jabilo, de que el Departamento de Didactica de la Matematica
de la Universidad de Granada sea un referente a nivel nacional e
internacional.

Entre las vivencias que hemos compartido hay varios hechos
anecdoticos que han hecho que hayamos tenido oportunidad de
conversar y conocer mejor a la persona. Son muchos los dias que
al subir a la facultad delante de mi he visto una figura con paso
rapido y 4gil subiendo la cuesta de Cardenal Parrado portando
su maletin de cuero marrén, elemento caracteristico que no deja-
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ba lugar a dudas sobre de quién se trataba. He de reconocer que
me obligaba a apretar el paso para intentar darle alcance y com-
partir el Gltimo tramo antes de llegar a la Facultad; hemos tenido
la suerte de que el camino a la Facultad desde nuestras casas fue-
ra coincidente, lo que ha posibilitado que en muchas ocasiones
hayamos compartido el recorrido al trabajo o de vuelta.

No puedo terminar esta pequena introduccion sin agradecer-
te una vida dedicada a la academia, y a la ciencia; ahora te toca
disfrutar de familia y las amistades, de Granada y de Cantoria.
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Con motivo de la jubilacion de
Isidoro Segovia y Pablo Flores

With the occasion of Isidoro Segovia
and Pablo Flores's retirement

LuIs Rico ROMERO
Catedratico Emérito. Académico de la Academia de Ciencias de Granada.
Universidad de Granada

Resumen

La redaccion de un libro en homenaje a los compafieros del Grupo de Didactica
de la Matematica. Pensamiento Numérico FQM-193, a raiz de su jubilacion, se
ha convertido en una actividad anual que, si bien es emprendida con alegria
por todos los integrantes del grupo, su implementacion no esta exenta de difi-
cultades. El actual curso académico 2021-2022 corresponde a los profesores
Dr. P. Flores y Dr. |. Segovia finalizar su actividad académica profesional, por lo
cual se ha acordado la edicion de este libro. Memoria y reconocimiento a Isi-
doro Segovia y Pablo Flores en su jubilacion.

Palabras clave: analisis didactico, contenidos didacticos, curriculo matemati-
co, educacion matematica, significados del contenido matematico escolar

Abstract

The writing of a book as a tribute to the colleagues of the Mathematics Didac-
tics Group. Numerical Thinking FQM-193 due to their retirement, has become
an annual activity that, although all members of the group cheerfully under-
take it, its implementation is not without difficulty. The current academic year
2021-2022 corresponds to the professors Dr. P. Flores and Dr. I. Segovia to
finish their professional academic activity, for which the edition of this recog-
nition book has been agreed. Memory and recognition for Isidoro Segovia and
Pablo Flores in their retirement.

Keywords: didactic analysis, didactic contents, mathematics curriculum,
mathematics education, school mathematical content meanings
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1. Preliminar

La redaccion de un libro como homenaje a los companeros del
Grupo Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico
FQM-193, con motivo de su jubilacién, se ha convertido en una
actividad anual que, si bien es asumida animosamente por todos
los miembros del grupo, su realizacion no esta exenta de dificul-
tad. Mi contribucién a este trabajo consiste en el texto que aqui
presento y requiere para su interpretacion disponer de compo-
nentes y referentes fundados, como los que aqui se enumeran:

e Un marco tedrico estructurado, con categorias conceptuales
definidas, sostenido por una comunidad de estudiosos y ex-
pertos, de la cual los homenajeados hacen parte.

e Unos principios y procedimientos académicos e intelectuales
compartidos, que indaguen y muestren un modo de partici-
pacién en un proyecto comun.

e Una técnica establecida y su practica disciplinar regular.

e Una orientacion profesional planificada y practicada con
otros companeros, que integre semejanzas y ajuste diferen-
cias.

Estas notas introductorias plantean un doble reto, pues pro-
ponen resumir y presentar algunos datos profesionales sobre Isi-
doro Segovia y Pablo Flores, al abordar esta tarea con ocasion de
la coincidencia temporal en su jubilacién.

Por ello, cuando queremos sintetizar las coincidencias profe-
sionales de personalidades diferentes como las de Isidoro Sego-
via Alex y Pablo Flores Martinez, mediante su ejemplificaciéon en
tareas compartidas, no cabe resumirlas mediante una lista de ac-
tividades y publicaciones que subraye el cumplimiento formal y
sostenido de sus obligaciones, como consta en sus respectivas
hojas de servicio.

Mi proposito se ha orientado a identificar conceptos, ideas u
opiniones sustantivas de nuestros protagonistas al respecto y
evocar algunas de sus aportaciones profesionales en que hayan
trabajado como coautores, singularmente aquellas en que tuve
oportunidad de colaborar. Singularmente, por lo que se refiere a
esta reflexion, no me ha resultado sencillo encontrar una pers-
pectiva que muestre un enfoque comun robusto y apropiado,
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que sintetice y resuma los conocimientos y expectativas, méto-
dos y actitudes en los que ambos han coincidido y destacado
durante sus anos de trabajo profesional.

Mi argumentacién reflejard mi particular valoracion y aprecio
sobre los dos protagonistas de este relato, personalidades didac-
ticas fuertes, bien definidas y distintas, en quienes quiero reco-
nocer la honestidad, valor profesional y sentido intelectual del
trabajo en educacion matematica.

Resulta grato reconocer aquellas virtudes humanas, cualida-
des docentes e investigadoras en las que han destacado nuestros
comparneros en el momento en que concluyen su vida académi-
ca. Ese balance comparativo no resulta sencillo de realizar.

1.1. Objetivo de este documento

Este documento ejemplifica mi interpretacion de la actividad
que han realizado Pablo e Isidoro en las pasadas décadas, por el
trabajo compartido por ellos. Las ideas estan recogidas de distin-
tos documentos. Su fundamento esta en textos escritos y publi-
cados por ellos junto con otros redactados también por mi, cuya
eleccion e interpretacion son de mi responsabilidad.

Mi intencién no es presentar un resumen laudatorio del curri-
culum vitae de nuestros dos companeros en este momento de su
jubilacién. Mi propésito es mas simple: me propongo recoger y
ordenar ciertas aportaciones académicas destacables de sus bio-
grafias que permitan sintetizar aquellas contribuciones realiza-
das, que ponen de manifiesto comparativamente la peculiaridad
y relevancia profesional alcanzada, relativa a referentes comu-
nes, recogidas en esos mismos documentos o similares. Con este
objetivo espero responder a las cuatro condiciones explicitadas
en la introduccién.

A partir de este propésito, desarrollo los conceptos que am-
bos manejan en su marco tedrico y, posteriormente, ejemplifico
una nocién basica que funge como concepto matematico basi-
co sencillo —cota/acotacion- que analizo como contenido didac-
tico basico a partir de un texto poético, con el cual quiero mostrar
ciertos sentidos y modos de uso de nociones relevantes relacio-
nadas.
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1.2. Los protagonistas

En el presente curso 2020-2021 se produce la jubilacion de los
profesores Isidoro Segovia Alex y Pablo Flores Martinez, profeso-
res titulares de Universidad en el Departamento de Didactica de
la Matematica de la Universidad de Granada; también ambos in-
vestigadores del Grupo Didactica de la Matematica. Pensamien-
to Numérico FQM-193 (http://fqm193.ugr.es) del Plan Andaluz
de Investigacion, Desarrollo e Innovacién (PAIDI).

Isidoro Segovia se incorpora al drea de conocimiento Diddc-
tica de la Matematica (DDM) a principios de marzo de 1981,
para cubrir plaza de Profesor Contratado en la entonces Cate-
dra de Matematicas de la Escuela Universitaria de Formacién
del Profesorado de EGB de Granada, por fallecimiento de la
profesora Romero Fornovi. A lo largo de cuarenta anos ha desa-
rrollado su docencia e investigacién en el darea de DDM en la
UGR.

Pablo Flores se incorpora al Departamento de Didactica de la
Matemaitica de la Universidad de Granada (DDM-UGR) en 1989,
mediante concurso de méritos en un programa de promocioén
para Profesorado de Secundaria en las Universidades Andaluzas.
Alo largo de 24 cursos ha desarrollado su docencia e investiga-
cién en el darea de DDM en la UGR.

Desde su incorporacién, Isidoro y Pablo se integran plena-
mente en el drea de DDM, impartiendo docencia en la practica
totalidad de las materias troncales y optativas correspondientes
al area, singularmente en el disefio de sus modulos practicos. Li-
deran la planificaciéon de las materias de Educacion Matematica
en el Plan de Estudios de Magisterio de 1971, en la Diplomatura
de Profesorado de EGB, en las asignaturas correspondientes a la
Licenciatura de Matematicas: Didactica de la Matematica en Ba-
chillerato y Practicas de Ensenanza, y sus modificaciones sucesi-
vas. Igualmente, planifican las materias troncales en las distintas
especialidades de los Grados de Magisterio debidos al Espacio
Europeo de Educacién Superior (EEES).
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2. Marco teorico: comunidad de
educadores matematicos

La actividad profesional de Isidoro y de Pablo en la UGR se reali-
za en el Departamento de Diddctica de la Matematica, durante el
casi medio siglo de su vida profesional. Su actuacién esta dedica-
da a ensenar conceptos bdsicos bien establecidos, relacionados
por procedimientos sencillos y destrezas precisas, con los cuales
desarrollan actitudes positivas hacia las matematicas escolares y
hacia la planificacién y consecucion de sus aprendizajes. Esas
nociones organizan los contenidos didacticos para formar al
profesor de matematicas y hacer inteligible los mundos fisico,
intelectual y social en las aulas. Mediante nociones educativas y
matemadticas bdsicas organizan y representan la estructura de la
realidad, asi orientan y dirigen la formacién de docentes.

2.1. Ambito de actuacion: educacion matematica

Tanto entre docentes de matematicas en el sistema educativo
como entre expertos en las diversas disciplinas matematicas,
identificamos a los educadores matematicos como profesiona-
les, miembros de una comunidad vinculados conjuntamente
con la matematica y la educacién:

Entendemos por educador matematico a toda persona que pretende
formar o instruir a otra, u otras, mediante las matematicas, es decir,
considera las matematicas en todo o en parte como objeto de edu-
cacion para las personas a cuya formacion y desarrollo esta contri-
buyendo. (Rico y Sierra, 1991, p. 22)

Esta caracterizacion permite distinguir los profesores de mate-
maticas de los investigadores en educacion matemadtica; ambas
comunidades como colectivos profesionales diferentes, de inter-
seccién no vacia, en la comunidad de educadores matematicos.
Los miembros del Grupo FQM-193, con Pablo e Isidoro inclui-
dos, compartimos una visién cultural de las matematicas:

;Qué entendemos por educacién matematica? Ninos, adolescen-
tes y jovenes reciben parte importante de su herencia cultural a
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través de un sistema social de formacién organizado, que se deno-
mina sistema educativo. Las matemadticas forman parte de la cultura
que transmite el sistema educativo y son parte esencial de la for-
macién bdsica que han de compartir todos sus miembros; por
ello tiene pleno sentido hablar de educacién matematica. [...]
Desde la perspectiva del especialista consideramos la educacion
matemadtica como conjunto de ideas, conocimientos y procesos
implicados en la construccion, representacion, transmision y va-
loracion del conocimiento matematico que tiene lugar con carac-
ter intencional. La educacién matemadtica que se transmite por
medio del sistema escolar tiene rasgos epistémicos de actividad
cientifica bdsica [...] También la actividad de los profesores y los
procesos para su formaciéon como profesionales quedan compren-
didos dentro de la educacién matemadtica. (Rico et al., 2000,
pp- 351-400)

La educacién matemadtica puede entenderse como la activi-
dad de una comunidad de indagacion erudita, dirigida al cono-
cimiento y comprension de los procesos implicados en la ense-
nanzay aprendizaje de las matematicas y en la creatividad mate-
madtica (Rico, 2012, pp. 89-92). Desde esta perspectiva, en el
marco teérico de nuestros autores, los contenidos matematicos
del curriculo, junto con sus significados, también se entienden
como contenidos didacticos.

La creacion matematica se puede vincular a ritmos variados, tam-
bién a los contrapuntos de espacio y de tiempo. No todo es suma o
resta de funciones ni la multiplicacién de coeficientes, ni la meri-
diana claridad en el manejo de las incégnitas. (Azuela, 1993, p. 15)

2.2. Contenidos matematicos y didacticos

Numeros y figuras constituyen campos conceptuales diferentes,
ambos campos de reflexion organizados mediante conceptos y
estructuras, que sostienen el conocimiento matematico de refe-
rencia. Nimeros y formas no son objetos matematicos distintos,
separados o alternativos, mas bien se complementan por multi-
ples relaciones que constituyen conceptos y estructuras nuevas,
dan lugar a disciplinas matematicas distintas, enriquecen y pro-
fundizan ideas primitivas, extienden su dambito inicial, aplican y
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mejoran la inteligibilidad del mundo en términos de tales sim-
bolos y figuras.

Lo que mds llama la atencién al matemdtico en formacion es la su-
puesta armonia. [...] Lo esencial se va dando: los ntimeros y las figu-
ras geomeétricas se entrometen en su disefio. El universo tiene senti-
do, adquiere una razén de ser, por la medida de sus cuerpos, sus
voliimenes y sus pesos, por sus distancias recorridas y sus tiempos
transcurridos. Detras de todo hay una cantidad, una linea, una cur-
va, un nimero; hay un lenguaje adquirido por los sabios de la arit-
mética y de la geometria [...] Parece que la esencia de cada elemen-
to, cada linea, cada trazo, cada objeto, corresponde a un niimero;
nada escapa a una cantidad precisa. El sueno de Pitagoras parece
cumplirse en la mente del observador. [...] Entre sentimientos con-
fusos el cosmos tiene un sentido, un proyecto, una ingenua geome-
tria por todos sus rincones. (Azuela, 1993, pp. 36-41)

Las preferencias diddcticas de Isidoro y Pablo se orientan ha-
cia los significados de conceptos y estructuras matematicas basi-
cas y generales, junto con sus correspondientes alternativas di-
dacticas. Isidoro prioriza la intencionalidad y condiciones de
aprendizaje de los contenidos matematicos escolares, singular-
mente los significados de los contenidos numéricos, asi como las
tareas y modos de uso que planifican su ensenanza. Pablo centra
su atencion en las tareas y procesos de aprendizaje escolar, junto
con el diseno y coherencia de esas tareas; singularmente, los sen-
tidos y las expectativas, sus imitaciones, y oportunidades.

3. Organizacion y practica disciplinar

El analisis de los contenidos didacticos identificados en los docu-
mentos y los textos educativos generales, y en los documentos
curriculares especificos sobre matematicas escolares identifica el
conocimiento diddctico del profesor y muestra los concepto y ca-
tegorias para su organizacion. Tal anilisis identifica y caracteriza
tres funciones distintas de los expertos en educacién matematica,
seglin destaquen estructuras y tareas formales propias de un in-
vestigador, conceptos necesarios para un formador, o nociones
practicas y técnicas de un responsable de planificar la actividad
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escolar. Cuando un experto se cifie a alguna de esas funciones,
elige y da preferencia a una opciéon dependiendo de los fines y
objetivos de formacion escolar que se propone alcanzar y de los
tipos de textos elegidos para su andlisis (Flores, 2016, pp. 69-84).

3.1. Contenido didactico en el curriculo de matematicas

Un educador matemadtico experto puede ejercer como investiga-
dor ante la comunidad de educadores matematicos. Como inves-
tigador, el profesional indaga en los fenomenos, detecta e identifica
problemas que descubre, los interpreta y avanza nuevas respuestas
cuyas soluciones critica e integra; mediante ellas fundamenta cono-
cimientos objetivos que comparte para contribuir a un mejor desa-
rrollo de la disciplina.

Un experto actia como formador cuando trasmite a los educa-
dores matematicos experiencias consolidadas y conocimientos fun-
dados, que les inician y habilitan para un ejercicio profesional
competente en la ensenanza de las matemadticas, fomenta el domi-
nio técnico de recursos y materiales didacticos, y les proporciona
maestria en la construccion, comprension y comunicacion de significa-
dos para las matemdticas escolares. Como formador, el experto siste-
matiza y racionaliza los contenidos diddcticos de las matemadticas esco-
lares que requiere para su trabajo el profesional competente.

En tercer lugar, como planificador, el experto disefia e imple-
menta propuestas practicas para la ensenanza de la matematica,
inteligibles y comunicables; escoge actuaciones prdcticas y comparti-
das, teéricamente interpretables, técnicamente viables y facilmen-
te revisables. Como planificador, el experto selecciona los conteni-
dos de las matemdticas escolares, los dota de significado y los organi-
za mediante unidades diddcticas para su comprension por los escolares
(Rico, 2019).

3.2. Marco teorico compartido: curriculo
en educacion matematica

En sentido educativo general, curriculo es un término establecido
para denotar la planificacion y puesta en prdctica de un programa de
formacion. Un curriculo consiste en una propuesta de actuacion
educativa y su realizacién; se sitda entre la declaracion de princi-
pios generales y su traduccion practica, entre lo que se prescribe
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y lo que sucede en el aula. Cada curriculo concreta unos princi-
pios ideoldgicos, conceptuales, pedagbgicos y psicopedagdgicos
que, en conjunto, proponen una orientacion para el sistema o
institucion educativa (Stenhouse, 1984).

3.3. Nociones preferentes

Pablo e Isidoro han trabajado detallada y sistematicamente los
documentos y textos de los curriculos escolares de geometria y
de los sistemas numéricos. Estas opciones responden a la impor-
tancia que tienen ambos sistemas conceptuales en el curriculo
de la educacién obligatoria, que atienden a la educacion de los
ciudadanos y a su desarrollo posterior, como muestran los estu-
dios y publicaciones que cada uno ha realizado a lo largo de es-
tos anos.

Asi, podemos identificar que el foco prioritario de interés
para Isidoro esta en los significados de las nociones de niimero y
cantidad, es decir, en los sistemas y estructuras numeéricas, sus
distintas representaciones y sentidos, en los cuales las nociones
de cota/acotacion son relevantes. Prestan especial dedicacion e in-
terés por los estudios evaluativos para interpretar la calidad de
los aprendizajes escolares mediante técnicas cuantitativa y so-
porte estadistico.

Por el contrario, las preferencias de Pablo se han orientado
hacia los significados didacticos de nociones logicas, relaciones
deductivas y estructuras preferentemente cualitativas; los estu-
dios e investigaciones a los que Pablo ha prestado especial aten-
cién a nociones y andlisis cualitativos trabajan con soportes fac-
toriales, analisis clisteres y multivariantes, buscando correlacio-
nes entre resultados que ayuden a establecer implicaciones o
incompatibilidades correlaciénales. Pablo ha trabajado indistin-
tamente sobre diferentes campos y estructuras matematicas, con
cierto gusto por las formas, trasformaciones relaciones geométri-
cas. En todos los casos ha prestado atencién a los significados
-representaciones, estructuras y sentidos- de tales nociones.

Cada uno presta prioridad a unos conceptos matematicos y
los sistemas sefnialados por diferencias faciles de identificar.
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3.4. Niveles de reflexion y estructura curricular

Los niveles de reflexién que se abordan y estudian desde un mar-
co curricular son diversos. Los niveles se presentan al trabajar un
curriculo concreto. Asi, cuando se asume el curriculo como plan
de trabajo para el profesor, como plan de accién, la actuacion en
el aula es el nivel de concrecion elegido. Las Ordenes del Ministe-
rio de Educacion regulan la concrecion curricular, centran el plan
de trabajo para unas condiciones espacio temporales dadas y lo
expresan mediante unos contenidos, objetivos, metodologia y
criterios de evaluacion.

La administracion educativa marca otro nivel, que contempla
el curriculo como instrumento de actuacion en el sistema escolar 'y
propone otro nivel de concrecién curricular. Los conocimientos
se sistematizan mediante materias y asignaturas, los aprendizajes
escolares se organizan por niveles, los profesores asumen res-
ponsabilidades, el centro escolar realiza la evaluacion.

También se trabaja el curriculo desde un nivel de reflexion dis-
ciplinar y académica, donde se estudian sus fundamentos teoricos
y su implementacién en el aula desde distintas disciplinas. Fa-
cultades de Educacion y Centros de Formacion, abordan el estu-
dio especializado del curriculo de matematicas.

En cada nivel de reflexion resultan pertinentes las cuestiones
curriculares para qué esa formacion, cuales contenidos de forma-
cion, como se puede alcanzar y qué formacion se alcanzo. Las
componentes proporcionan un nuicleo de conceptos, que dan
respuesta adecuada a cuestiones curriculares basicas en cada ni-
vel (Rico, 1997).

3.5. Organizadores del curriculo

Para formar profesores de matematicas, consideramos necesario
disponer de un marco compartido de ideas fundadas, basadas en
conceptos y categorias, que estructuren la informacién que se
identifica de cada curriculo, sistematice su estudio, lo caracterice
y permita su comparacién con otras propuestas distintas. Di-
mensiones y niveles curriculares proporcionan una estructura
inicial para el curriculo que se trabaja. En cada dimension y ni-
vel se trabaja con un sistema de categorias propias conocidas
como organizadores del curriculo (Flores, 2016; Rico, 1997). Cada
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concepto elegido como objeto de analisis se estudia mediante
los términos y sentidos clave identificados sobre el texto escolar
escogido (Rico, 2016, p. 96; Rico y Ruiz-Hidalgo, 2018). Dicho
concepto se maneja con el método de anilisis, mediante el cual
se identificardn, extractaran y sintetizaran las nociones subordi-
nadas y los elementos relacionados relevantes. Tal método de
andlisis se sustenta en la identificacion, organizacién, secuen-
ciacion y jerarquizacién de las unidades o elementos de forma-
cion, obtenidos de textos, documentos y materiales curriculares,
segin dimensiones, categorias y componentes diddcticos, ha-
ciendo parte de la estructura conceptual basada en la nocién de
curriculo.

4. QOrientacion profesional
planificada y practicada

Desde el curso 2010-2011, las universidades espanolas adecua-
ron sus titulaciones al marco establecido por el Espacio Europeo
de Educacion Superior (EEES). El marco europeo parte de la De-
claracion de Bolonia, aprobada por 29 paises europeos, entre
ellos Espana. La Declaracion tiene como objetivo estructural la
adopcién de un sistema de titulaciones flexible y comparable,
sostenido por un sistema de créditos comunes: Sistema Europeo
de Transferencia de Créditos, ECTS (European Credit Transfer Sys-
tem), junto con la promocion de referencias comunes europeas
para la educaciéon superior, con énfasis en la cooperacién curri-
cular y el fomento de la empleabilidad.

4.1. Aportaciones

Pablo e Isidoro han destacado por asumir el liderazgo en la pro-
gramacion y la orientacion de los créditos de las asignaturas
troncales correspondientes al drea de Diddctica de las Matemati-
cas en las distintas especialidades para los Grados de Magisterio,
y de Matematicas dentro de un marco curricular. Desde comien-
zos del siglo xx1, la contribucion de nuestros protagonistas en el
trabajo editado por Castro (2001) muestra prioridades claras en
sus aportaciones desde los comienzos de la reforma de los pla-
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nes de estudios: Aprendizaje y evaluacion (Flores, 2001, pp. 41-
60) y Unidades diddcticas. Organizadores (Segovia y Rico, 2001,
pp. 83-104).

También en estos tltimos anos nuestros autores han contri-
buido en su docencia a configurar los Programa de Tercer Ciclo
de Didactica de la Matematica, Programa de Formacién de Pro-
fesores de Matematicas de Secundaria cuya responsabilidad han
mantenido. Singularmente, destacan en la coordinacion de los
trabajos de diseno, planificacion, implementacion y evaluacién
de los materiales didacticos preparados.

4.2. Colaboracion con Isidoro Segovia

La prioridad que Isidoro concede a los sistemas y estructuras nu-
méricas como campo conceptual preferente para atender a la for-
macion de Maestros y profesores de Secundaria ha tenido una
amplia difusién y se encuentra tratada en el libro Matematicas
para Maestros de Educacion Primaria (Segoviay Rico, 2011), mate-
ria obligatoria dirigida a los alumnos de Primer Curso de todas
las especialidades del actual Grado de Maestro. Este manual esta
coordinado por Segovia y Rico, y participan en su redaccién
otros 21 autores; este libro se estructura en 17 capitulos de los
cuales 11 se dedican a estructuras aritméticas, cantidades y su
medida, 4 capitulos a geometria y 2 a la iniciacién en estadistica
y probabilidad.

El libro Estimacion en Cdlculo y Medida (Sintesis, 1989) es un
documento anterior, preparatorio de la tesis doctoral de Isidoro,
manual dirigido a profesores de Educacién Secundaria, desarro-
lla y sistematiza el campo conceptual correspondiente, descuida-
do en los programas escolares y en la formacion del profesorado.
Las ideas y conceptos relacionados con las nociones de cota 'y de
acotacion, desempenan un papel relevante en esta estructura.

4.3. Colaboracion con Pablo Flores

Entre los trabajos en que colaboro con Pablo Flores destaca el li-
bro Ensefianza y aprendizaje de las matemadticas en Educacion Prima-
ria (Piramide, 2015), materia opcional dirigida a los alumnos
del Grado de Maestro en Educacién Primaria, y en varias espe-
cialidades como el Grado de Maestro de Educacién Fisica. Edu-
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cacién Infantil, y otros ofertados en cada Universidad. Este ma-
nual estd coordinado por Flores y Rico y se estructura en 15 capi-
tulos, donde participan en su redaccién 25 autores. Se organiza
en tres partes: «<Fundamentos», «Sentido matemadtico escolar» y
«Ensenanza y aprendizaje».

Los autores hemos centrado nuestra propuesta en el desarrollo de
conocimientos, el logro de capacidades y la mejora de actitudes re-
lativas a la ensenanza y al aprendizaje de las matematicas escolares.
Para ello hemos propuesto un marco estructurado general sobre el
conocimiento didactico de las matematicas escolares, ampliamente
ejemplificado. [...] Una primera parte dedicada a fundamentos y
cuestiones generales. [...] Nociones centrales son las de andlisis cog-
nitivo y andlisis de instruccién, junto con sus organizadores. [...] La
segunda parte consta de otros cuatro capitulos, centrados en el sen-
tido matematico escolar para cada uno de los bloques de conteni-
dos establecidos por el curriculo para las matematicas escolares de
la educacion obligatoria. [...] La tercera parte esta dedicada a la en-
senanza y aprendizaje de distintos conceptos y estructuras que des-
tacan en el curriculo de matemiticas. [...] La propuesta formativa
que se hace al estudiante para maestro es amplia y diversificada.
Ejemplifica detalladamente el marco conceptual establecido previa-
mente mostrando la utilidad de los organizadores curriculares so-
bre aprendizaje y ensefianza. (Flores y Rico, 2015, pp. 17-18)

4.4. Colaboraciones conjuntas

Como broche a los trabajos en colaboraciéon con Segovia y Flo-
res, destaco los capitulos redactados en el libro Elementos de Di-
ddctica de la Matemdtica para el profesor de Secundaria (Rico y Mo-
reno, 2016), con 20 capitulos y estructurado en 5 bloques, en
donde participan 8 autores. El libro esta dirigido a la formacion
didactica de los profesores de matematicas de Secundaria.

Tanto Segovia como Flores participan como autores de este
libro, el primero responsable de la autoria de un capitulo y el
segundo de tres. La participacién de nuestros companeros en
este manual ha supuesto una profundizacién destacada en el
marco curricular y en la determinacién de los contenidos didac-
ticos mediante los conceptos y categorias que sustentan el andli-
sis didactico.
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Manual de referencia para este tercer libro es el documento
Andlisis Diddctico en Educacion Matemadtica (Rico et al., 2013), con
21 capitulos estructurado en 4 partes, donde participan 41 auto-
res. El libro recoge aportaciones de miembros del grupo de In-
vestigacion Diddctica de la Matematica. Pensamiento Numérico
(FQM-193) y otros grupos de investigacion afines, resultados de
investigaciones, articulos, publicaciones, comunicaciones e in-
tervenciones en seminarios y congresos. Isidoro y Pablo han asu-
mido de modo continuado y coordinado el liderazgo en la pro-
gramacion y la orientacion de los créditos de las asignaturas
troncales correspondientes al area de Diddctica de las Matemati-
cas de las distintas especialidades para los recientes Grados de
Magisterio, y Matemadticas.

También han contribuido con su docencia a configurar los
Programas de Tercer Ciclo de Didactica de la Matematica, Pro-
grama de Formacion de Profesores de Matematicas de Secunda-
ria en estos Ultimos afos a cuya elaboracién han contribuido
ininterrumpidamente.

4.5. Investigacion

Pablo e Isidoro son miembros activos del Grupo de Investigacion
Diddctica de la Matematica. Pensamiento Numérico (FQM-193),
del Plan Andaluz de Investigacién, Desarrollo e Innovacién
(PAIDI) de la Junta de Andalucia, Sus contribuciones la concre-
tan sus propuestas y participacién en proyectos de investigacion,
redaccion de informes, direccion de tesis doctorales, tesinas y
otros documentos de investigacion; colaboracién en publicacio-
nes, memorias, articulos y comunicaciones, asistencia a congre-
sos, contribucién en encuentros y reuniones relativas a las lineas
de investigacion de dicho grupo.

Informacién detallada de la actividad investigadora, las pro-
ducciones y las publicaciones derivadas de nuestros protagonis-
tas se pueden localizar en http://fqm193.ugr.es
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5. Sentido y significado: ejemplo de analisis -
sentido de la nocion de acotacion

Seguidamente, se muestra el esquema de un proceso con cinco
pasos o apartados consecutivos que ejemplifican una secuencia
para establecer el sentido de las nociones de cota/ acotacion, si-
guiendo un texto literario. El método derivado de los pasos se-
nalados es:

I. El texto

II. Términos y sentidos clave
III. Sentido en el texto
IV. Funciones de la acotacién
V. Técnicas de acotacion

Con este esquema, derivado de analizar el sentido en el texto
de un poema, trato de ejemplificar un andlisis de significado me-
diante estudio de los sentidos de las nociones cota/acotacion en
un brillante texto poético.

Se muestra la bisqueda del sentido matematico de esas no-
ciones en el poema La ventana (Olivan, 2018) (véase Apéndice).

La secuencia siguiente destaca los cinco pasos que llevan a
cabo un analisis del término acotacion, hasta llegar al sentido y
sus técnicas en el texto manejado:

Texto — Términos y sentidos — Sentido en el texto — Funciones
del concepto acotacion — Técnicas de uso del concepto

El andlisis didactico propone profundizar en la riqueza y va-
riedad de los significados de los conceptos matematicos escola-
res y didacticos mediante estudio de los sentidos y modos de uso
del término que lo expresa. Este método permite plantear, entre
otras, las cuestiones siguientes:

¢ ;Qué textos introducen/utilizan un concepto basico?

e ;Cudntos usos tienen los términos cota/acotacion?

e ;Cuales son matematicos? ;Cudles son numéricos y cudles
geométricos?
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Estructuras matematicas, Representaciones y Sentidos son
componentes que caracterizan los significados de un concepto
matematico escolar. Entender, procesar y usar apropiadamente
un concepto matemadtico escolar son tres condiciones de su do-
minio. En este analisis acotacion es un concepto bdsico, ttil para
aritmética y geometria, que hemos ejemplificado.

Sirva este sencillo ejemplo para mostrar la profundidad y al-
cance del marco conceptual manejado, junto con los procedi-
mientos seguidos, la organizacién disciplinar, y la orientacién
profesional empleada. Nociones basicas como los sentidos de
cota/acotacion permiten vincular la orientacién metodolégica y
docente de ambos autores, en simultaneo, junto con las raices de
mi vinculacién con el trabajo de ambos.

6. Conclusion

Quienes conocen a Isidoro Segovia y a Pablo Flores pueden con-
venir que, siendo dos personalidades bien definidas, con gran-
des capacidades profesionales, vocacionalmente dedicados a la
formacion de profesores y empenados en contribuir al desarro-
llo de unos mismos proyectos, no por eso dejan de tener perfiles
didacticos y profesionales singulares y bien diferenciados. En es-
tos ambitos, ambos dan prioridad al trabajo escolar y didactico
mediante estudio analitico de conceptos y estructuras matemati-
cas, con prioridades conceptuales muy diferentes: nimeros y
cantidades vs. forma, tamano y posicion.

Como hemos desarrollado, nuestros jubilados han profundiza-
do en el dominio y la observacién de fenémenos didacticos, me-
diante empleo de los marcos teéricos descritos y de otros distintos,
manteniendo un método analitico similar en las cuatro dimensio-
nes trabajadas: conceptual, intencional, organizativa y evaluativa.

Otros muchos aspectos de su actividad han quedado sin desa-
rrollar, especialmente las actividades investigadoras y las de ad-
ministracion y gestion. Esta dltima, merecedora de un estudio
particular, la personalidad y el trabajo de Isidoro y de Pablo han
marcado fuertemente la orientacion, el desarrollo y el progreso
del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universi-
dad de Granada, en los tltimos 25 afios tareas que han realizado
con dedicacion, generosidad y lucidez.
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Esta historia queda por escribir, lo cual se hara detalladamen-
te en algin momento. A sus companeros nos queda reconocer
su buen hacer, disponibilidad, naturalidad y ausencia de prota-
gonismos.
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8. Apéndice
Poema La ventana extraido de Olivan (2018, pp. 17-18)

I. Eltexto
La ventana engrandece lo que enmarca,
une todo con todo:
el estudiante de la bufanda roja,
los obreros de azul, saliendo de aquel bar con prisas
el perro absurdo que observa con su hocico,
en ella,
ahora,
significan mas.
Basta con acotar nuestra mirada,
para que en su interior crezca una red
que pesca entre las cosas peces vivos
Escribir poesia es, de alglin modo,
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Estar enfermo de buscar ventanas.

Y estar enfermo de pensar quien puede,
Borrosamente

Desde el otro lado

Mirarte a ti

Significando qué

I1. Términos y sentidos clave
L.a ventana engrandece lo que enmarca,
une todo con todo:
el estudiante de la bufanda roja,
los obreros de azul, saliendo de aquel bar con prisas
el perro absurdo que observa con su hocico,
en ella,
ahora,
significan mas.
Basta con acotar nuestra mirada,
para que en su interior crezca una red
que pesca entre las cosas peces vivos
Escribir poesia es, de algtin modo,
Estar enfermo de buscar ventanas.
Y estar enfermo de pensar quién puede,
Borrosamente
Desde el otro lado
Mirarte a ti
Significando qué

I1I. Sentido en el texto
Ventana engrandece lo que enmarca, une todo con todo, en ella,
ahora, significan mds. Acotar nuestra mirada, Escribir poesia,
buscar ventanas. Y estar enfermo de pensar quién puede. Mirarte
a ti, Significando qué.

IV. Funciones de la acotacion
Engrandecer, significar, incrementar el conocimiento

V. Técnicas de acotacion
Escribir, buscar limites, mirar, significar
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Instrumentos para la evaluacion del
sentido numeérico en los primeros
anos de aprendizaje matematico

Instruments for the assessment of number sense
in the early years of mathematical learning

NATIVIDAD ADAMUZ-POVEDANO, ELVIRA FERNANDEZ-AHUMADA,
ENRIQUE MARTINEZ-JIMENEZ Y MANUEL TORRALBO-RODRIGUEZ
Universidad de Cordoba

Resumen

En el ambito de la investigacion en educacion matematica, la importancia del
sentido numérico ha estado presente desde hace décadas. Sin embargo, a pe-
sar de esta larga trayectoria, no se ha llegado a un consenso sobre su defini-
cion. En la mayoria de los casos, los autores se limitan a dar un listado de indi-
cadores que evidencian el grado de desarrollo en relacion con las competen-
cias numeéricas. Por otro lado, recientemente, tanto marcos normativos como
referentes universales han puesto de manifiesto la importancia de fomentar el
sentido numérico desde los primeros afios de aprendizaje. Por ello, se hace
necesario disponer de instrumentos que permitan medir y evaluar la adquisi-
cion y desarrollo de esta competencia matematica en escolares. En este traba-
jo, se ofrece una revision bibliografica sobre los instrumentos existentes en la
literatura con los que medir las diferentes dimensiones que constituyen esta
importante componente del conocimiento matematico.

Palabras clave: alfabetizacion matematica, sentido numérico, evaluacion, test

Abstract

In the field of Mathematics Education research, the importance of number
sense has been present for decades. However, despite this long history, no
consensus has been reached on its definition. In most cases, authors limit
themselves to giving a list of indicators that show the degree of development
in relation to numeracy skills. On the other hand, recently, both regulatory

39



frameworks and universal references and have highlighted the importance of
fostering number sense from the earliest years of learning. For this reason, it is
necessary to have instruments to measure and assess the acquisition and de-
velopment of this mathematical competence in schoolchildren. This work of-
fers a bibliographical review of the existing instruments in the literature with
which to measure the different dimensions that make up this important com-
ponent of mathematical knowledge.

Keywords: numeracy, number sense, assessment, test

1. Introduccion

La aritmética escolar recibe un tratamiento privilegiado dentro
de los bloques de contenidos del drea de matematicas en la eta-
pa de Educaciéon Primaria. En cierto modo, tiene su razén de ser,
ya que la aritmética tiene valor en si misma y, ademds, sirve de
soporte para el aprendizaje de otros contenidos matemadticos.
No obstante, para conseguir esa transferencia necesaria a otros
bloques de contenidos, se deben generar oportunidades de
aprendizaje que tienen que ir mucho mas alla de un entrena-
miento instrumental del calculo escrito, que es a lo que se redu-
ce en muchas ocasiones la ensefianza-aprendizaje de la aritméti-
ca escolar. En ese sentido, no podemos perder de vista que el
modelo de aprendizaje actual esta basado en el desarrollo de
competencias; por tanto, el objetivo principal de la matematica
escolar no es que nuestros estudiantes sean eficientes calculado-
ras humanas, sino procurar su alfabetizacién matematica, enten-
diendo esta como:

[...] la capacidad de un individuo para identificar y entender el pa-
pel que las matematicas tienen en el mundo, hacer juicios bien fun-
damentados y usar e implicarse con las matematicas en aquellos
momentos en que se presenten necesidades para su vida individual
como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo. (Rico,
2005, p. 9)

En el dambito de la educacién matematica aparece el término
de sentido matematico escolar (Lupianezy Rico, 2015), muy vincu-
lado al de competencia matemdtica. Dentro del sentido matemati-
co, se establece la distincién entre cuatro sentidos: sentido nu-
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mérico, sentido de la medida, sentido espacial y sentido estocas-
tico. En este capitulo nos centramos en el sentido numérico,
tratando de elaborar una revisioén de la literatura en torno a este
término y los distintos instrumentos que lo miden y evaldan.

2. Sentido numeérico

La primera vez que aparece en la literatura cientifica el término
sentido numérico es de la mano de Tobias Dantzig (1954), hacien-
do referencia a una habilidad que posee la persona a través de la
cual puede reconocer cambios en pequenas colecciones de ele-
mentos, incluso sin poseer conocimientos relacionados con el
conteo o la secuencia verbal. Desde entonces, pero sobre todo a
partir de los anos ochenta, encontramos numerosos autores que
tratan de delimitar el concepto o constructo de sentido numérico
(Adamuz-Povedano y Bracho-Lépez, 2019). Prueba de ello es el
incremento de trabajos publicados con el término de sentido nu-
meérico en el titulo, desde los 13 articulos publicados en la década
de los noventa hasta los 71 articulos publicados desde 2010 a
2016 (Whitacre et al., 2020), o los 103 que encontramos hacien-
do una busqueda simple en la base de datos SCOPUS en el inter-
valo de anos del 2017 al 2021.

Haciendo un analisis de esa literatura, se encuentran numero-
sos trabajos que ponen de manifiesto las dificultades para defi-
nir el término (Andrews y Sayers, 2015; Berch, 2005; Dunphy,
2006; Howell y Kemp, 2005; Lago y DiPerna, 2010; McIntosh
et al.,, 1992, Sowder, 1992). En general, se distinguen dos gran-
des corrientes en relacién con el sentido numérico. Por un lado,
estd la corriente de los cientificos cognitivos y, por otro, la de los
educadores matematicos. Segiin Berch (2005), ambas corrientes
conciben el sentido numérico de forma distinta considerando
dos ordenes; un orden inferior que considera al sentido numéri-
co como un sentido de la cantidad perceptual innato, como algo
que forma parte de nuestro legado genético, y un orden supe-
rior que considera el sentido numérico como un sentido concep-
tual adquirido a través de la experiencia. Este autor comparte la
idea de Dehaene (2011) en relaciéon con la necesidad de hipote-
tizar sobre un sentido numérico tnico, en lugar de concebirlo
como constituido por retales de representaciones y habilidades.

2. Instrumentos para la evaluacion del sentido numérico en los primeros afos...
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Castro y Segovia (2015), desde la perspectiva de la educacion
matematica, lo definen como:

[...] una competencia cognitiva que se adquiere y se desarrolla gra-
dualmente mediante la actividad en el campo numérico, como re-
sultado de explorar nimeros y relacionarlos con procedimientos
que se limiten solo a los algoritmos tradicionales. (p. 111)

Desde esta misma perspectiva de la Educacién Matematica,
McIntosh et al. (1992) afirman que es un término dificil de des-
cribir, aunque reconocible en la accién, y que el debate deberia
basarse en alcanzar una definicion, caracterizacion o modelo
que describa el sentido numérico de forma clara y completa.
Consideran que cuanto mas claramente se entienda el sentido
numérico, mds probable sera el progreso en la investigacion, asi
como en el desarrollo del curriculo y la instruccion.

Por su parte, Andrews y Sayers (2015), fruto de la revision bi-
bliografica hecha con relacion a este término, identifican tres
perspectivas distintas aunque relacionadas entre si: sentido numé-
rico preverbal, que refleja percepciones numéricas que son inna-
tas a todos los humanos y comprende la comprension de peque-
nas cantidades de manera que permiten la comparacion (estaria
en sintonia con lo que Berch (2005) habia considerado como
orden inferior), sentido numeérico funcional, que engloba aquellos
conocimientos relacionados con los nimeros que requieren ins-
truccion y que suelen producirse durante los primeros anos de la
escuela y, por dltimo, el sentido numeérico aplicado, que se refiere a
un conjunto de conocimientos bdsicos relacionados con los nu-
meros, que impregnan todo el aprendizaje de las matematicas,
considerandose como necesario para todos los adultos, indepen-
dientemente de su profesion, y cuya adquisiciéon por parte de to-
dos los estudiantes deberia ser uno de los principales objetivos
de la ensenanza obligatoria (McIntosh et al., 1992).

En todos los casos vistos hasta ahora, los autores consideran
que el sentido numérico surge como conceptualizaciones o in-
terpretaciones de un mismo constructo. En contraposicién, Whi-
tacre et al. (2020), en una revision de la literatura de mas de 140
articulos, concluyen que se trata de un problema de polisemia y
bajo el término de sentido numérico se incluyen tres constructos
diferentes que ellos denominan sentido numérico aproximado
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(SNA), sentido numeérico temprano (SNT) y sentido numérico madu-
ro (SNM).

El SNA estd incluido dentro de las habilidades neuroldgicas
que tenemos al nacer, por lo cual estd relacionado con el orden
inferior establecido por Berch (2005) y con el sentido numéri-
co preverbal de Andrews y Sayers (2015). Tiene que ver con la
percepcion y la discriminacion de cantidades mas que con un
conocimiento explicito de los nombres y simbolos de los nu-
meros. Dentro de este constructo estarian los trabajos de De-
haene (2001) o Geary et al. (2015), entre otros. Las habilidades
neurolégicas asociadas al SNA son la subitizacién, la discrimi-
nacién cardinal y el uso de la linea numérica mental. En los
trabajos relacionados con este constructo, se observa que se
evalta de distinta forma dependiendo de la poblacion de estu-
dio. Por ejemplo, en el caso de los bebés se analiza la cantidad
de atencién prestada ante un cambio de cantidad observada,
habiendo un movimiento de elementos que se quitan o se afa-
den (Libertus y Brannon, 2009). En el caso de nifios y adultos,
se suelen centrar en las habilidades de los participantes para
discriminar cantidades de dos conjuntos, pero en este caso ante
una situacion estdtica (Halberda y Feigenson, 2008). También
hay investigaciones en las que se hacen mediciones neurologi-
cas para ver la actividad cerebral durante el desarrollo de una
tarea.

El SNT incluye habilidades aprendidas que involucran un co-
nocimiento explicito de los niimeros, como contar elementos o
relacionar nimeros representados simbdélicamente con numera-
les. Se le considera un importante predictor del éxito escolar en
la escuela (Jordan et al., 2009), de forma que las habilidades del
SNT estdn en consonancia con las matematicas escolares en los
primeros anos de aprendizaje, a pesar de que también se adquie-
ren en contextos informales. Relacionados con este constructo,
encontramos los trabajos de Andrews y Sayers (2015), Howell y
Kemp (2010) o Jordan et al. (2010), entre otros. Aunque no hay
un claro consenso entre autores, podemos sefialar que aqui se
encuentran fundamentalmente las capacidades de reconoci-
miento de niimeros, conteo, reconocimiento de patrones numé-
ricos, comparaciéon de ntimeros, realizaciéon de operaciones arit-
méticas, conceptos de medicion y estimacion. En el siguiente apar-
tado, veremos que las pruebas que se disefian para medir este

2. Instrumentos para la evaluacion del sentido numérico en los primeros afos...
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sentido numérico temprano se elaboran en funcion de las habi-
lidades propuestas en cada caso por los autores.

Por dltimo, el SNM se centra en hdbitos mentales y formas de
comportarse matematicamente que se consideran deseables,
como la manipulacion flexible de los ndmeros. Abarca el senti-
do numérico de los nimeros racionales y los estudios encon-
trados se centran fundamentalmente en grados intermedios y
formacion inicial de profesorado (Markovits y Sowder, 1994;
McIntosh et al., 1992; Yang y Jan, 2019). Las descripciones de los
autores tienden a articularse en torno a componentes, conside-
randose como una definicién apropiada la dada por McIntosh
etal (1992):

El sentido numérico se refiere a la comprension general de los nu-
meros y las operaciones por parte de una persona, junto con la ca-
pacidad y la inclinacién para utilizar esta comprensién de manera
flexible para hacer juicios matematicos y desarrollar estrategias uti-
les para manejar los ntimeros y las operaciones. Refleja la inclina-
cién y la capacidad de utilizar los nimeros y los métodos cuantitati-
vos como medio para comunicar, procesar e interpretar la informa-
cién. (p. 3)

En este caso, se observa que el sentido numérico maduro no
estd alineado con la matematica escolar, en el sentido de que
cuanto mas aferrados estan los estudiantes a los procedimientos
estandar menos componentes del SNM exhiben (Reys et al.,
1999; Reys y Yang, 1998).

3. Instrumentos de evaluacion del sentido
numeérico en los primeros afios de aprendizaje

No cabe duda de que, dado que las habilidades numéricas tem-
pranas son vitales para el aprendizaje posterior de las matemati-
cas (Aunio, 2019; Jordan et al., 2009), resulta necesario contar
con herramientas de evaluacion adecuadas que ofrezcan infor-
macion detallada sobre el rendimiento y desarrollo de los esco-
lares (Purpura y Lonigan, 2015) y permitan a los docentes plani-
ficar instrucciones e intervenciones especificas (Aunio, 2019).
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Entre la tipologia de instrumentos existentes, Purpura et al.
(2015) distinguen aquellos que llevan a cabo medidas discretas,
evaluando componentes individuales y habilidades matematicas
especificas, frente a aquellos que realizan medidas de contenido
amplio centrandose en multiples componentes matematicos.
Foegen et al. (2007) indican que una herramienta que cubra una
gama mads amplia de contenidos podria ser un medio mas id6-
neo para evaluar las habilidades matematicas tempranas en es-
colares, ya que estas, particularmente en los primeros afnos, se
desarrollan como una secuencia de conceptos y habilidades co-
nectadas (National Mathematics Advisory Panel, 2008).

Los instrumentos que se presentan en este apartado estdn, en
su mayoria, enfocados a la evaluacién tanto del sentido numéri-
co temprano como del sentido numérico maduro, segtin el plan-
teamiento de Whitacre et al. (2020), ya que consideramos que
son los de mayor interés en el ambito de la educacién matemati-
ca, precisamente por el hecho de ser sentidos que se pueden ad-
quirir y aprender. Algunos de los instrumentos que se presentan
no son especificos de sentido numérico, pero abordan algunas
de sus dimensiones dentro de una evaluacién mas amplia. Para
la exposicion de los instrumentos se ha seguido un orden crono-
légico.

Uno de los primeros instrumentos encontrados en la literatu-
ra es el de los autores Okamoto y Case (1996), que indagaron en
el desarrollo de la comprensiéon numérica central de 6 a 10 anos
de edad. En el proceso de desarrollo de un instrumento que mi-
diera dicha comprensioén, en el primer nivel, situaron items que
reflejaran un pensamiento unidimensional, en concreto, los items
se disefiaron para contrastar la existencia de una linea numérica
mental. De esta forma, en el primer nivel encontramos pregun-
tas como: «;Qué ntimero viene después del 7?», «;Qué nimero
esta antes cuando cuentas hacia delante desde 0, 8, 5, 2 0 6?»,
«;Qué numero estd antes cuando cuentas hacia atrds desde 10, 6,
4,2 0 9%, «;Qué nimero es mayor 7 o 9?» o «;Qué nimero esta
mads cerca del 5: el 6 o el 2?». En un segundo nivel, contempla-
ron items que reflejaran un pensamiento bidimensional que permi-
tiera a los estudiantes adquirir dos comprensiones conceptuales:
(i) 1a relacion (aditiva) entre la columna de las unidades y la co-
lumna de las decenas en el sistema de numeracién decimal y (ii)
la diferencia numérica. Para la primera comprension, encontra-
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mos preguntas como: «;Qué nimero esta cuatro ndmeros antes
del 60?», «;Qué nimero estd cinco nameros después del 49?7 o
«;Cudl crees que es el nimero mayor de dos cifras?». En el caso
de la segunda, se encuentran ejemplos como: «;Cuantos name-
ros hay entre 3 y 9?» y «;Cual es la diferencia entre 8 y 3?». En el
dltimo nivel, consideraron items que reflejaran un pensamiento
bidimensional integrado, de forma que los nifios y nifias que los
superaran estarian demostrando: (i) una comprensién concep-
tual integrada de todo el sistema de numeracion, es decir, en-
tienden que el principio aditivo se aplica de forma que diez de-
cenas son una centena, diez centenas son una unidad de millar...
(p. ¢j.: «;Qué nimero esta diez nimeros después que el 992»,
«;Qué nimero estd nueve nimeros después que el 999?»), (ii) una
comprension de situaciones donde dos variables se compensan
en una operacion entre ellas de manera sustractiva (p. ej.: «Este
nimero es el 4 y el otro nimero no lo conocemos. Si la diferen-
cia entre los dos nameros es 3, ;cudl es el nimero que falta?», y
(iii) la comprension de que las reglas aditivas se extienden a
otros sistemas como el dinero y el tiempo (p. €j.: «;Qué esta mads
cerca de 25,35 €: 20,00 € 0 30,00 €?»). Las caracteristicas de este
instrumento, contemplando los tres niveles que presenta, 1o ha-
cen adecuado para la evaluacién del sentido numérico tanto
temprano como maduro.

Un instrumento ampliamente utilizado es el denominado
Early Numeracy Test (ENT) de Utrecht (Van de Rijt et al., 1999).
Como se desprende de su nombre, se trata de una evaluacion del
nivel de desarrollo de alfabetizacién numérica en nifnos y ninas
de 4 a 7 anos. Se administra individualmente, con base en una
entrevista con cada nifio o nina de entre 20 y 30 minutos. En la
primera version, sus autores distinguieron ocho dominios mate-
maticos, de conocimiento numérico y no numérico de las canti-
dades (habilidades numéricas de naturaleza cognitiva y habi-
lidades relacionales de tipo piagetiano, respectivamente). Dichos
dominios se centraron en conceptos de clasificacion, corresponden-
cia uno a uno, seriacion, comparacion, conteo verbal, conteo estructu-
rado, conteo resultante y comprension general de los niimeros. En una
version posterior, se anadié el dominio de estimacion, el cual ya
aparece recogido en distintas validaciones que se han hecho de
este instrumento en otros paises (Araujo et al., 2013; Benvenuto
y Gonzdlez, 2017; Giiven, 2019). Dadas las dimensiones abor-
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dadas, este test resultaria idéneo para la evaluacién del sentido
numérico temprano.

Con el objetivo de medir el conocimiento matematico global,
Ginsburg y Baroody (2003) disenaron el Test de Capacidades Ma-
temdticas Tempranas cuya versidbn mads reciente se corresponde
con su tercera edicion (Test of Early Mathematics Ability — 3.2 ed.,
TEMA-3). Este test mide habilidades vinculadas con la matema-
tica informal y formal. En relacion con la primera, el test consta
de 41 items relacionados con numeracion (secuencia verbal as-
cendente y descendente, cardinal de un conjunto, secuencia par-
tida, contar verbalmente de n en n), comparacion de cantidades
(juzgar, sin contar, qué coleccion es mayor; orden; distancias re-
lativas), cdlculo informal (suma como transformacién de una co-
leccion en otra mayor, contar a partir del primer sumando, la
suma n+1 es el nimero siguiente a n) y conceptos (principios de
cardinalidad y de conservacion, relacién partes-todo). En lo que
respecta a la matematica formal, los 31 items del test versan so-
bre convencionalismos (lectoescritura de cantidades), hechos numé-
ricos (conocer el resultado de operaciones sencillas, conmutativi-
dad, dobles pequenos), cdlculo formal (operaciones de sumas y
restas de dificultad creciente) y comprension del sistema de numera-
cion decimal (reconocer el «10» como nimero clave, reconocer
las equivalencias entre los distintos 6érdenes de magnitud, con-
mutatividad de la suma). Este test se puede aplicar en escolares
de entre 3 y 8 anos, con base en una entrevista individual que
puede durar entre 30 y 40 minutos. Aunque sus autores lo dise-
naron para evaluar el conocimiento matematico global, su anali-
sis nos lleva a encuadrarlo como idéneo para la evaluacion del
sentido numérico temprano.

Por su parte, el test Child Math Assessment (CMA) fue desarro-
llado para evaluar los conocimientos matematicos informales de
los ninos y ninas de 3 a 5 anos en una amplia gama de concep-
tos (Starkey et al., 2004). De esta forma, el CMA estd compuesto
por 16 tareas que evaltian el conocimiento matematico informal
en subdreas que incluyen el nimero, la aritmética, el espacio/
geometria, la medida, los patrones y las relaciones logicas. Las
tareas que evaliian el conocimiento numérico son: conteo de ob-
jetos, conteo de un subconjunto, conocimiento del orden de los
ndmeros, comparacion de nimeros, términos numéricos ordi-
nales y reproduccion de nameros. Las tareas aritméticas se cen-
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traron en suma y resta con objetos concretos, suma y resta sin
objetos concretos y suma de dos conjuntos. Este test estd conce-
bido para administrarlo individualmente en dos sesiones de
20-30 minutos realizadas en dias distintos. La primera sesion se
destina a las tareas numéricas y aritméticas, y la segunda sesion a
las demas. Tanto las tareas de conocimiento numérico como de
aritmética contemplan algunos de los componentes recogidos
en el constructo de sentido numérico temprano.

En el contexto del diseno de una intervencién para el aula de
matematicas, Wright et al. (2006) desarrollaron el conocido
como Learning framework in Number (LFIN) para guiar la evalua-
cién y la ensefianza de las matematicas en los primeros afos de
aprendizaje. Entre las distintas partes de las que consta, los auto-
res consideran que las etapas de aprendizaje de la aritmética son
las mas importantes, al estar vinculadas a la sofisticacion de las
estrategias que los escolares utilizan para contar, sumar y restar.
Para la evaluacién de esta parte, los autores distinguen nueve
grupos de tareas: 1) secuencia verbal ascendente, 2) nimero pos-
terior, 3) identificacién de numerales, 4) reconocimiento de nu-
merales, 5) secuencia verbal descendente, 6) nimero anterior,
7) orden de numerales, 8) sumas y 9) restas. Esta evaluacion
también se basa en una entrevista individualizada y el instru-
mento completo puede aplicarse para escolares de edad entre 4 y
9 anos. Al igual que en el caso anterior, las tareas vinculadas con
la aritmética en este instrumento reflejan algunos de los compo-
nentes contemplados en el sentido numérico temprano.

Los autores del instrumento Research-based Early Mathematics
Assessment (REMA) (Clements et al., 2008) pretendian disefar
una herramienta para medir los conocimientos y habilidades
matematicas de los ninos y nifias de Educacién Infantil (3-5 anos)
que abarcara ideas centrales y las dreas de destreza de las mate-
madticas consistentes con el pensamiento de los ninos y nifias y
generadoras de futuros aprendizajes. Estas areas fueron: el nu-
mero, que incluia el conteo verbal, el conteo de objetos, el reco-
nocimiento de nameros y la subitizacion, la comparacion de nu-
meros, la secuenciaciéon de nimeros, el reconocimiento de niime-
ros, la composicion y descomposicion de nimeros, y la suma 'y
la resta; la geometria; la medida; y los patrones. En este instru-
mento, los conceptos y procesos generales, como el pensamien-
to parte-todo, y los correspondientes procesos de composicion y
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descomposicién, clasificacién y seriacion se entretejieron en va-
rias areas. La clasificacion se tomé como la habilidad fundacio-
nal apropiada para el dominio del analisis de datos; ningtin otro
concepto o habilidad de areas como el anailisis de datos, la pro-
babilidad o las fracciones super6 los criterios de selecciéon para
este nivel de edad. Este instrumento se diseno para ser adminis-
trado de forma individual a partir de a una entrevista que puede
durar hasta 60 minutos por niflo o nina. Aunque se trata de un
instrumento cuyo objetivo es la medida del conocimiento mate-
matico en un sentido amplio, las dimensiones que presenta en
el drea del nimero resultan muy adecuadas para la evaluacién
del sentido numérico aproximado y temprano.

Entre los instrumentos que claramente aluden a la evaluacion
del sentido numérico, destacan los de los autores Yang et al.
(2008) y Liy Yang (2010) para niveles de 3.° y 5.° de Educacién
Primaria, respectivamente. En el caso de 3.°, Yang et al. (2008)
destacan 5 componentes del sentido numérico, que enumeran
en orden seglin su importancia para este nivel de edad, a saber:
1) comprension del significado de los ntimeros; 2) capacidad de
usar distintas representaciones de los niimeros y las operaciones;
3) capacidad para componer y descomponer nameros; 4) capa-
cidad para juzgar la racionalidad de los resultados de los calcu-
los, y 5) reconocer el tamano relativo de los niimeros. Para el
nivel de 5.°, Liy Yang (2010) mantienen esos mismos compo-
nentes, a excepcion de la capacidad para componer y descompo-
ner nimeros. Adicionalmente, el componente que hace referen-
cia al reconocimiento del tamano relativo de los nimeros pasa
al primer lugar en orden de importancia, mientras que el que
alude a la comprension del significado de los nameros es consi-
derado en tdltimo lugar, pues reconocen que conforme los estu-
diantes acumulan conocimiento matematico, este componente
pasa a un segundo plano, sin dejar de ser importante para estu-
diantes de 5.° nivel. Estos dos instrumentos estan disefiados
para ser contestados en linea, haciendo uso de un dispositivo
electronico. Ademas, en ambos casos, para cada pregunta, se
pide indicar brevemente el porqué de la respuesta seleccionada,
con el objetivo de detectar las ideas errbneas que subyacen a las
preguntas contestadas incorrectamente. Al igual que en el caso
de Okamoto y Case (1996), estos dos instrumentos resultan
muy adecuados tanto para la evaluacién del sentido numérico
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temprano como, especialmente, para la del sentido numérico
maduro.

Aludiendo de forma especifica también al sentido numérico,
Jordan et al. (2008) disefiaron un instrumento con el que poder
predecir riesgos de desarrollar dificultades de aprendizaje en ma-
tematicas en ninos y nifas de entre 4 y 6 anos. En su propuesta
contemplan tres dimensiones: 1) habilidades y principios de
conteo, asi como capacidad para reconocer los nimeros, 2) co-
nocimiento de los nimeros, y 3) operaciones numéricas, que in-
cluyen cdlculo no verbal, combinaciones de nimeros y proble-
mas de enunciado verbal. Se trata de un instrumento que se ad-
ministra individualmente con una duracién en torno a 30
minutos, aunque los autores trabajaron posteriormente en una
version reducida (Jordan et al., 2012). La definicién de sentido
numérico que dan estos autores (habilidades interrelacionadas
que implican nameros y operaciones; contar elementos en un
conjunto hasta al menos cinco con el conocimiento de que la
palabra final de la cuenta indica cudntos hay en el conjunto; dis-
criminar entre cantidades pequefas; comparar magnitudes nu-
méricas y transformar conjuntos con totales de 5 o menos ana-
diendo o quitando elementos), asi como las dimensiones con-
templadas en su instrumento, nos lleva a encuadrar el mismo
como idéneo para la evaluacion del sentido numérico temprano.

La herramienta desarrollada por Geary et al. (2009), Number
Sets Test, tenia como objetivo la identificacién precoz de dificul-
tades en el aprendizaje matemadtico. Para ello, consideraban que
dicha herramienta debia centrarse en las competencias bdsicas
que definen el conocimiento cuantitativo antes del ingreso en la
escuela. Entre esas competencias incluyen al sentido numérico
apuntando que, si bien sigue habiendo desacuerdos en cuanto a
su definicién y alcance, como minimo, implica la capacidad
para identificar inmediatamente el valor numérico asociado a
pequenas cantidades, facilidad en el uso del recuento para cuan-
tificar pequenos conjuntos de objetos y para sumar y restar pe-
quenas cantidades a y desde estos conjuntos, ademas de una des-
treza en la aproximacion de las magnitudes de pequefios niime-
ros de objetos y de operaciones numéricas simples. De esta
forma, incluyeron cuatro bloques de tareas matematicas que
consistian en: 1) determinacién con la mayor rapidez y preci-
sién posible si los pares o trios de conjuntos de objetos, ntime-
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ros ardbigos o una combinacién de ellos coincidian con un na-
mero objetivo; 2) estimacién de la posicion de nimeros en li-
neas numeéricas vacias; 3) conteo, y 4) evaluacion de la estrategia
de adicién seguida para sumas presentadas horizontalmente de
menor (p. €j.: 3 + 6) y mayor complejidad (9 + 15). El test se di-
sen6 para administrarlo grupalmente, con lapiz y papel y con
una duracién de alrededor de 10 minutos. Por sus caracteristicas,
este test parece adecuado para la evaluacién del sentido numéri-
co temprano.

A modo de resumen, la tabla 1 presenta la clasificacion de los
trabajos revisados en funcién del sentido numérico en el que se
centran de una forma mayoritaria, segiin los constructos identifi-
cados por Whitacre et al. (2020).

Tabla 1. Clasificacion de los trabajos revisados segun Whitacre et al.
(2020).

Sentido numérico temprano Sentido numérico maduro
Van de Rijt et al. (1999) Okamoto y Case (1996)
Ginsburg y Baroody (2003) Yang et al. (2008)

Starkey et al. (2004) Liy Yang (2010)

Wright et al. (2006)
Clements et al. (2008)
Jordan et al. (2008)
Geary et al. (2009)

4. A modo de conclusion

En este estudio se han analizado aportaciones cientificas relacio-
nadas con el término de sentido numeérico en el ambito de la edu-
cacion matematica. Tras la revision realizada, se ha puesto de
manifiesto la dificultad existente para alcanzar un consenso en
cuanto a la definicion de dicho término pudiendo clasificarse la
literatura existente en torno a dos grupos. Por un lado, autores
que consideran el sentido numérico como un tinico constructo
del que se hacen distintas interpretaciones y, por otro, autores
que lo consideran un término polisémico con el que se puede
aludir a mas de un constructo.

La falta de consenso en cuanto a la definicion ha originado
una amplia variedad de instrumentos que presentan diferencias
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en las dimensiones que evaltian, seguin la definicién de sentido
numérico considerada por cada autor. El analisis de dichos ins-
trumentos nos lleva a concluir que, mientras que proliferan los
instrumentos centrados en la evaluacién del sentido numérico
temprano, fundamentalmente para edades comprendidas entre
3 y 8 anos, son mucho menos numerosos los instrumentos
existentes para la evaluacién del denominado sentido numérico
maduro.

También se observa que todos los instrumentos analizados se
acercan a la evaluacion del sentido numérico desde un enfoque
cuantitativo. Sin embargo, dado que hay consenso en considerar
el sentido numérico como algo facilmente observable, es decir,
resulta evidente cuando en una persona se denota su desarrollo,
parece razonable abordar en trabajos futuros instrumentos que
traten de evaluarlo desde un enfoque cualitativo.
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Resumen

A pesar de las diferencias existentes entre los distintos modelos de conoci-
miento del profesor desarrollados desde la Didactica de la Matematica, en to-
dos ellos se destaca la importancia de conocer posibles errores y dificultades
en contenidos matematicos para disefiar propuestas de ensefianza que permi-
tan superar dichos obstaculos. En este capitulo exploramos el sentido que dan
estudiantes para maestro de Primaria a las nociones de errory dificultad, exa-
minando en qué medida y de qué modo son tomados en cuenta en el disefio de
unidades didacticas. El estudio nos aporta informacion sobre el grado en que
son capaces de integrar lo aprendido, apreciandose que en general toman en
cuenta las limitaciones de aprendizaje en la elaboracion de la programacion, si
bien suelen aplicar un tratamiento superficial al reflejarlas en el planteamien-
to de las actividades.

Palabras clave: formacion de maestros, errores y dificultades, unidades didac-
ticas, educacion matematica, educacion primaria

Abstract

Despite the differences among different models of teacher knowledge de-
veloped from the Didactics of Mathematics, all of them highlight the impor-
tance of knowing possible errors and difficulties in mathematical content
when designing teaching proposals that allow overcoming these obstacles. In
this chapter we explore the meaning of the terms error and difficulty given by
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preservice primary school teachers, examining to what extent and in what way
they are considered in the planning of teaching units. The study provides us
with information on the extent to which preservice teachers are capable of
integrating what they have learned. In general, they take into account the
learning limitations while designing teaching proposals, although they tend to
make a superficial application of them on task planning.

Keywords: teacher training, errors and difficulties, learning proposals, mathe-
matics education, primary education

1. Introduccion

Existe un consenso generalizado en la comunidad de educadores
matemadticos sobre la importancia de considerar los errores y di-
ficultades en el aprendizaje de los estudiantes como parte inte-
grante y relevante del proceso educativo, si bien se han adoptado
perspectivas diferentes en su concepcion y tratamiento, bajo la
influencia de enfoques tedricos diversos (Rico, 1998; Flores,
2001). Asimismo, en los distintos modelos de conocimiento del
profesor desarrollados desde la Didactica de la Matematica se
destaca, salvando las diferencias entre ellos, la relevancia de co-
nocer posibles errores y dificultades en contenidos matematicos
para disenar propuestas de ensefianza que permitan superar ta-
les obstaculos (Ball et al., 2008; Carrillo-Yanez et al., 2018).

El estudio que presentamos se encuadra en una investigacion
mas amplia que analiza el diseno de unidades diddcticas por par-
te de un grupo de maestros y maestras en formacién, cuyo punto
de partida es una tesis doctoral (Aguayo-Arriagada, 2018) de la
que derivan trabajos posteriores que inciden en determinados as-
pectos de la planificacién, como los objetivos de aprendizaje
(Aguayo-Arriagada et al., 2018) o la fenomenologia de los pro-
blemas planteados (Aguayo-Arriagada y Flores, 2020). Nos pro-
ponemos ahora indagar en los trabajos realizados por los estu-
diantes para profundizar en el sentido que los futuros profesores
atribuyen a los errores y dificultades en el momento de progra-
mar la practica docente. Pretendemos, de este modo, valorar la
efectividad de la ensefianza recibida y de las herramientas de pla-
nificacién aportadas, asi como las posibles carencias que puedan
ponerse de manifiesto, en lo que se refiere al foco de interés de
los errores y dificultades en matematicas.
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2. La formacion de profesores de matematicas
en la Universidad de Granada

Nuestro trabajo se enmarca en la formacién inicial de profesores
de matematicas y se contextualiza en el Grado de Educacion Pri-
maria de la Universidad de Granada, en el que el Departamento
de Diddctica de la Matematica se hace cargo de las materias pro-
pias del area. Es necesario mencionar que, durante muchos anos,
los doctores Pablo Flores e Isidoro Segovia han venido desempe-
nando un papel protagonista en este departamento, realizando
aportaciones muy valiosas tanto en docencia como en investiga-
cion. Una muestra de ello son los manuales que sirven de base a
las asignaturas y que apoyan la tarea docente del profesorado, en
los que ellos han participado como coordinadores y/o coautores
(Segovia y Rico, 2011; Flores y Rico, 2015; Castro, 2001), y que
son relevantes para esta investigaciéon, porque marcan las pautas
de ensenanza y evaluacion en los aspectos que se analizan.

Por otro lado, cabe destacar las numerosas tesis dirigidas por
ellos, de las que varias se enmarcan en la linea de Formacién del
profesorado de matemadticas y han abordado de algiin modo la
evaluacién de las materias que conforman el programa destina-
do a los futuros maestros y maestras de Primaria. Entre ellas se
encuentran las tesis doctorales de dos de las autoras de este capi-
tulo, una de ellas centrada en la asignatura de primer curso (Ce-
cilia, 2016) y otra en la correspondiente al tercer curso (Aguayo-
Arrriagada, 2018), siendo esta ultima tesis precursora del presen-
te trabajo.

El modelo formativo que sustenta este trabajo es el propuesto
por el grupo de investigacion «Diddctica de la Matematica. Pen-
samiento Numeérico», al que pertenecen los profesores mencio-
nados. Para preparar a los futuros docentes, nos situamos en un
enfoque funcional de las matemadticas escolares apoyado en el
constructivismo social como teoria de aprendizaje (Lupidnez y
Rico, 2015), asi como en un enfoque funcional de la propia for-
macion inicial de los maestros (Gémez y Gonzalez, 2008). El
planteamiento metodolégico que se promueve en las materias
correspondientes al area de Didactica de la Matematica se funda-
menta en el analisis didactico (Rico et al., 2013) como instru-
mento de formacion del profesorado de matematicas, si bien
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este planteamiento coexiste en la misma universidad con otras
posturas tedricas (Godino et al., 2007).

En cuanto a la distribucién de las asignaturas en el programa
formativo, en el primer afio de carrera se imparte Bases Matema-
ticas para la Educacion Primaria, donde se enfatiza en el conteni-
do matematico. En el segundo ano se contintia con Ensefianza y
Aprendizaje de las Matematicas en la Educacién Primaria, sien-
do aqui donde se profundiza en los aspectos cognitivos, relacio-
nados con el aprendizaje de las matematicas y sus dificultades y
errores. Finalmente, en el tercer ano se aborda Diseno y Desarro-
llo del Curriculo de Matematicas en la Educacién Primaria, don-
de los futuros maestros integran los elementos estudiados en los
anos anteriores en el disenio de unidades didacticas sobre un de-
terminado contenido matematico, que realizan de manera gru-
pal. La investigacion realizada se centra en analizar unidades di-
dacticas elaboradas por estudiantes en esta altima asignatura.

3. El papel de los errores y dificultades en la
formacion de maestros de Educacion Primaria

El marco conceptual que debemos considerar atiende tanto a los
errores y dificultades en el aprendizaje de las matemdticas como
a su relacion con la formacion inicial de profesores y especifica-
mente con la competencia de planificacién de los estudiantes
para maestro, particularizada en la integracion de errores y difi-
cultades en el diseno de unidades didacticas.

3.1. Dificultades y errores en el
aprendizaje de las matematicas

En el aprendizaje de las matematicas se presentan diversas difi-
cultades de procedencia y naturaleza variada que dan lugar a
errores en la comprension y en las producciones de los alumnos
(Rico, 2001).

En matematicas las dificultades de aprendizaje apuntan a
enunciados generales que se van puntualizando de distintas for-
mas sobre los temas de estudio (Gonzdlez et al., 2010). Existen
diferentes tipos de dificultades que han sido clasificadas por los
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expertos. Atendiendo a su origen, pueden estar asociadas a la

complejidad de los objetos matematicos, a los procesos de pen-

samiento matematico, a los procesos de ensefianza, a los proce-

sos de desarrollo cognitivo de los alumnos o a actitudes afectivas

y emocionales hacia las matematicas. Todas estas dificultades se

manifiestan en los alumnos en forma de errores (Socas, 1997).
En palabras de Lupianez y Rico (2015), el error:

[...] es un dato empirico que muestra un desconocimiento o un co-
nocimiento inadecuado sobre un contenido que tiene un alumno o
un grupo de alumnos (p. 54)

Por tanto, es una conducta observable que puede aportar in-
formacién sobre las dificultades que han podido provocarlo. Por
otro lado, el conocer dificultades de aprendizaje permite apre-
ciar e interpretar los errores, que son manifestaciones mas con-
cretas que se producen en las respuestas que dan los alumnos a
las tareas (Rico, 1998).

Centrandonos en las dificultades debidas a la complejidad de
los conceptos matematicos, la experiencia muestra que algunos
de ellos suelen resultar mas dificiles de comprender o requieren
mds tiempo para su asimilacién. La investigacién ha generado
un amplio conocimiento sobre los errores mads frecuentes relati-
vos a algunos conceptos bdsicos que conviene tener en cuenta en
la planificacion de la ensefianza, incluyendo actividades me-
diante las que detectarlos, controlarlos y corregirlos (Lupianez y
Rico, 2015).

En todo planteamiento de ensefianza subyace una concep-
cién de aprendizaje que influye en la interpretacion que se hace
del error. Desde el punto de vista del conductismo, hay que evi-
tar los errores, puesto que no permiten desarrollar la conducta
deseada, y habra que poner los medios para prevenirlos o corre-
girlos. Sin embargo, cuando se concibe el aprendizaje como un
cambio de estructuras, los errores de los aprendices son indica-
dores de la forma en que han comprendido la tarea, es decir, son
muestras externas de la estructura mental que se ha formado el
alumno que los comete (Flores, 2001). Desde esta tltima pers-
pectiva, defendida por las teorias cognitivas, se asigna una fun-
cion didactica al error, que juega un papel importante en el
aprendizaje y debe ser considerado en la planificacion, en la eva-
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luaciéon y también como motivacién y como medio para mejo-
rar la comprension (Rico, 2001).

3.2. Dificultades y errores en la formacion
inicial de profesores de matematicas

Los expertos distinguen dos componentes fundamentales que
caracterizan el conocimiento del profesor de matematicas: el co-
nocimiento del contenido matematico escolary el conocimiento
didactico de las matematicas escolares, tal como los denomina
Rico (2015). Ambas componentes se interrelacionan en los dife-
rentes elementos que conforman lo que un futuro docente nece-
sita saber para ensenar matematicas. Asi, el modo en que se con-
templan los errores y dificultades en la formacion inicial de pro-
fesores de matematicas y, en particular, de los maestros y
maestras de Primaria, debe abarcar conocimientos de aprendiza-
je y ensenanza para utilizarlos de manera adecuada en la planifi-
cacion, desarrollo y evaluacion de la accion didactica, pero tam-
bién se requiere que el estudiante para maestro acredite un do-
minio suficiente de su conocimiento sobre el contenido
matematico, de modo que él mismo pueda enfrentarse con éxito
a las principales dificultades y errores de las matematicas ele-
mentales.

En lo que se refiere al conocimiento didactico, de valor in-
cuestionable para la capacitacion de los futuros docentes es la
prevision y el tratamiento de dificultades y errores de aprendiza-
je. Como exponen Fernandez-Plaza et al. (2019), hay marcos re-
cientes centrados en competencias profesionales del profesor
que propugnan la relevancia de que se fomente el desarrollo de
una competencia especifica centrada en la consideracion de erro-
res en los programas de formacién de profesores, aunando diver-
sos aspectos dentro de ella. En este sentido, Heinrichs y Kaiser
(2018) concretan la competencia de diagndstico del profesor
para tratar errores que pueden presentar los escolares cuando es-
tan aprendiendo matematicas estableciendo dos capacidades
distintas: detectar las razones por las cuales se comete el error y
desarrollar estrategias para gestionarlos.

Algunas investigaciones se han preocupado por detectar en
qué errores inciden los maestros en formacién, obteniendo in-
formacion sobre el conocimiento del contenido matematico de
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los estudiantes y sus posibles carencias (De Castro et al., 2004;
Rodriguez et al., 2016). Otros estudios abordan la competencia
de diagnostico, centrandose en si los futuros profesores pueden
identificar errores de escolares y como lo hacen (Fernandez-
Plaza et al., 2019; Sahin et al., 2016). Nuestro trabajo incide en
la dimension de planificacion, analizando el papel de los errores
y dificultades con relacion a esta competencia.

3.3. Integracion de errores y dificultades
en la planificacion de la ensefianza

Si percibimos la formacion inicial desde una perspectiva funcio-
nal, es decir, integrando el conocimiento, habilidades y actitudes
de los estudiantes para maestro en la accién que se lleva a cabo
en el contexto de aprendizaje de las matematicas en las aulas de
Educacién Primaria, el conocimiento de los futuros maestros se
puede desarrollar a partir del analisis y la descripcion de las acti-
vidades necesarias para planificar, gestionar y evaluar una lec-
cion de matemadtica (Gémez y Gonzalez, 2008). Segtn Rico
(2015), la planificacién requiere delimitar y precisar los conteni-
dos y sus significados, prever el tipo de aprendizaje que se quiere
alcanzar, disefiar un plan de actuacién para el logro de los apren-
dizajes esperados y establecer un sistema de evaluacion sobre el
alcance de dichos logros. Por consiguiente, el conocimiento di-
dactico sobre un contenido escolar consta de estos cuatro ele-
mentos, que pueden ser organizados mediante el enfoque del
analisis diddctico (Rico et al., 2013), en el que nos posicio-
namos.

El andlisis didactico, que constituye tanto una herramienta
para la planificacion como un modelo de formacién, propugna
que los dominios de conocimiento matemdtico y conocimiento
didactico estan estrechamente vinculados y se ponen en juego al
desarrollar cada una de las dimensiones que contempla: analisis
de contenido, cognitivo, de instruccion y de evaluacion. Estas di-
mensiones permiten al profesor organizar su actividad de ense-
nanza sobre un tema matematico, facilitindole, asi, el diseno de
unidades didacticas. El analisis de contenido conforma la revi-
sion y organizacion de los conceptos y procedimientos de un
contenido matemadtico escolar, el modo en que se pueden repre-
sentar y la organizacion de los fendmenos y problemas a los que
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puede dar respuesta. El analisis cognitivo se centra en el aprendi-
zaje de un tema matematico y sirve para concretar las expectati-
vas sobre ese aprendizaje, las limitaciones que pueden interferir
en él y las tareas que se puedan considerar como generadoras de
oportunidades de aprendizaje. El andlisis de instruccion es el
momento en el que el profesor selecciona, disena y secuencia las
tareas que se llevaran a cabo, delimitando también los materia-
les y recursos, asi como la gestion del aula, todo esto concretado
en la programacion. Finalmente, el analisis de evaluacion se lle-
va a cabo una vez se implemente la unidad diddctica, pudiendo
obtener informacion para generar modificaciones en ella (Aguayo-
Arriagada, 2018).

En lo que concierne a este trabajo, en un primer momento
interesa profundizar en la fase del andlisis cognitivo, que es
donde los errores y dificultades juegan un papel relevante para
la planificacion posterior. En esta fase se establecen, una vez
realizado el andlisis de contenido, las expectativas que el profe-
sor se plantea respecto al aprendizaje de los alumnos, pero
también se han de tener en cuenta las posibles limitaciones de
aprendizaje, es decir, aquellas situaciones que pueden limitar o
entorpecer el aprendizaje de los alumnos al trabajar con el con-
tenido matemadtico en cuestion. Estas limitaciones se concretan
en las posibles dificultades que pueden surgir y qué errores
pueden ocasionar. A partir de aqui comienza el proceso de bus-
queda o de creacion de tareas que constituyan oportunidades
de aprendizaje, en coherencia con las expectativas planteadas y
considerando errores y dificultades frecuentes para ayudar a su-
perarlos.

En la siguiente fase, el andlisis de instruccion, es donde se in-
tegran las limitaciones de aprendizaje que los alumnos han bus-
cado y seleccionado para disenar la propuesta didactica, tenien-
do en cuenta esta informacién para programar de manera cohe-
rente y eficiente el proceso de ensenanza-aprendizaje, de modo
que pueda contribuir a salvar esas limitaciones mediante una
adecuada secuencia de tareas.

En definitiva, el conocimiento de errores y dificultades forma
parte del conocimiento profesional del profesor de matematicas
y han de ser considerados en la planificaciéon de diferentes ma-
neras, como apuntan Lupidfiez y Rico (2015):
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El estudio de los errores y dificultades proporciona esquemas para
organizar los contenidos. Una determinada secuencia de tareas pue-
de facilitar la superacion de dificultades o evitar errores especificos.
También la selecciéon de una forma de representaciéon o de un ejem-
plo concreto puede contribuir a superar esas limitaciones.

También el estudio de errores ayuda a establecer objetivos, en
cuanto que estos marcan algunas limitaciones que deben superarse
mediante una organizacién correcta de contenidos. Igualmente, el
conocimiento de los errores y las dificultades proporciona orienta-
ciones para disenar situaciones que planteen conflictos cognitivos a
los alumnos, que les exijan revisar sus conocimientos previos y su-
perar las limitaciones conceptuales. (p. 55)

4. Consideracion de errores y dificultades en
unidades didacticas disefiadas por estudiantes

Como avanzdbamos anteriormente, nos proponemos explorar
el sentido y uso que dan estudiantes para maestro de Primaria a
los errores y dificultades como organizadores de la ensenanza,
concretandose el objetivo de la investigacion en describir en qué
medida y de qué modo son tomadas en cuenta las limitaciones
de aprendizaje en la planificacion de unidades diddacticas por
parte de los futuros profesores.

4.1. Metodologia de la investigacion

Este estudio es de caracter exploratorio, cualitativo y descriptivo,
y usa el analisis de contenido para examinar los trabajos escritos
del alumnado.

Sujetos de estudio

El estudio se realizé en una clase con 71 estudiantes matricula-
dos en la asignatura Diseno y Desarrollo del Curriculo de Mate-
maticas en Educacién Primaria, a los que se propuso trabajar en
equipo, quedando conformados 18 grupos, 17 de cuatro inte-
grantes cada uno y uno de tres. En la primera clase se proponia a
cada grupo un contenido matematico y el nivel educativo en el
que debian plantearlo, para que posteriormente en las clases
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practicas fueran trabajando el analisis didactico (contenido y
cognitivo) del tema asignado. El trabajo final consistia en la pla-
nificacion de una unidad didactica, donde se les pedia que, de
los andlisis de contenido y cognitivo trabajados previamente, se-
leccionaran contenidos, objetivos y limitaciones concretos para
afrontar el diseno de la unidad didactica de su tema en el nivel
que les correspondia. Teniendo definidos estos elementos, se
dedicaban a la seleccion de materiales didacticos y tareas mate-
maticas para elaborar cada una de las sesiones de su unidad di-
dactica.

El sentido multiplicativo es fuente de errores frecuentes en el
alumnado de Primaria (Alsina et al., 1996), debido al grado de
abstraccién y complejidad que supone para estas edades. En par-
ticular, hay acuerdo en afirmar que la division implica mayores
dificultades frente al resto de las operaciones basicas, lo cual
conlleva una variedad de errores en los escolares (Anghileri,
2001). Por este motivo, para este estudio decidimos escoger
aquellos grupos que centraron las unidades didacticas en la divi-
sion de nimeros naturales, conformando una muestra intencio-
nal y por disponibilidad.

Los seis grupos de estudiantes seleccionados como muestra,
identificados con los codigos G1 a G6, disenaron sus propuestas
didacticas en diferentes cursos de Educacion Primaria, abarcan-
do los tres ciclos: dos grupos (G1 y G2) trabajaron la iniciacién a
la divisién en segundo curso, dos grupos (G3 y G4) plantearon
su unidad diddctica en tercero, un grupo (G5) en cuarto y otro
(G6) en quinto curso.

Variables de analisis
Siguiendo las fases del analisis didactico, los estudiantes deben
hacer un analisis de contenido del tema matematico asignado
antes de disenar su programacién. Luego deben desarrollar el
analisis cognitivo investigando, entre otras cosas, cudles son las
dificultades y errores que pueden presentarse en el proceso de
ensenanza-aprendizaje, para lo que pueden utilizar fuentes suge-
ridas o hacer una busqueda auténoma de informacién. Por dlti-
mo, con el andlisis de instruccion plantean la unidad didactica
considerando los analisis anteriores.

Teniendo en cuenta el proceso descrito, distinguimos dos di-
mensiones secuenciales que se refieren a las dos fases en las que
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el alumnado maneja el conocimiento sobre errores y dificulta-
des: analisis cognitivo y analisis de instruccion. Puesto que nues-
tro interés se centra en analizar las producciones finales, es decir,
las unidades diddcticas ya elaboradas, en la primera dimensién
nos limitamos a hacer una comparacion entre el andlisis cogniti-
vo que realizaron en un trabajo anterior y el modo en que lo in-
tegran en la planificacion de la unidad didactica propiamente
dicha, con objeto de observar si hacen cambios o progresan de
algtin modo en el proceso de elaboracién.

Respecto a la segunda dimension, para evaluar la presencia 'y
tratamiento de las limitaciones de aprendizaje en las programa-
ciones realizadas construimos una serie de variables a modo de
items que aplicamos a cada uno de los trabajos. Excepto una,
todas las variables son dicotémicas, si bien en algunas de ellas se
matizan después cualitativamente las diferencias entre las res-
puestas. Tanto las variables como la interpretacién de las catego-
rias asociadas (cumplimiento o no cumplimiento del item, ex-
cepto la segunda, que tiene sus propias categorias) se definieron
por triangulacion de investigadoras, estableciéndose tal como a
continuacioén se describen:

e Variable «Error vs. dificultad». Consideramos que los estu-
diantes cumplen con este item si hacen algtn tipo de distin-
cién entre dificultades y errores cuando incluyen el listado de
limitaciones de aprendizaje referentes a los contenidos traba-
jados en la unidad didactica, sin hacer juicio de valor sobre si
la distincion es mds o menos acertada, aunque en el momen-
to de analizar cada trabajo se matizan algunos detalles.

e Variable «Fuentes». Observamos si para elaborar el listado
de errores y dificultades utilizan las fuentes bibliograficas
sugeridas por el profesor o bien hacen una busqueda auto-
noma, usualmente a través de Internet, y seleccionan otras
fuentes, tomando asi contacto con articulos de investigacion
u otro tipo de publicaciones. En este caso, se sugiri6 como
fuente principal de informacion el manual usado como guia
de la asignatura, concretamente, el capitulo de Flores et al.
(2015). Las tres categorias definidas para esta variable se
han denominado como sigue: «<Recomendadas», «Internet»,
«Recomendadas e Internet», en alusién a las fuentes utili-
zadas.
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e Variable «Contenido y nivel educativo». Otro aspecto que se
analiz6 de las producciones fue la relacion con los conteni-
dos y con el curso asignado. Se observé si la seleccion de limi-
taciones de aprendizaje era acorde a los conceptos y procedi-
mientos del contenido trabajado (division), asi como al nivel
educativo que le correspondia a cada grupo, considerando
que el item se cumplia cuando se satisfacian de manera acep-
table estas dos condiciones. No obstante, se han hecho co-
mentarios cuando se ha visto la necesidad de precisar estos
aspectos.

e Variable «Sesiones». Con esta variable pretendemos identifi-
car si los grupos contemplan las limitaciones de aprendizaje
de manera explicita en la secuencia de tareas, es decir, para
valorar su cumplimiento nos limitamos a constatar si selec-
cionan y describen algunas de las dificultades y errores para
cada una de las sesiones de la unidad diddctica. Con todo,
vemos conveniente analizar si establecen implicitamente esa
relacion entre las limitaciones y las tareas que proponen, ob-
servando si de algiin modo se refleja la intencion de trabajar-
las en el desarrollo de la sesion.

e Variable «Justificacion». Por tdltimo, apreciamos si en las con-
clusiones de los trabajos escritos se justifica la relevancia y el
tratamiento que dan a los errores y dificultades en el disefio
de la unidad didactica. Se considera que se cumple este item
cuando aluden de algiin modo a esa justificacion, indepen-
diente de la profundidad de sus comentarios, aunque realiza-
mos matizaciones en caso necesario.

Utilizando estas variables como criterios, los documentos
fueron analizados de manera independiente por las tres autoras
del articulo, discutiendo los resultados en aquellos casos en los
que hubo desacuerdos y llegando a un consenso final.

4.2. Resultados

Al comparar la unidad didactica con el anilisis cognitivo previo,
se puede observar que los grupos G1, G3, G4, y G5 no hacen
cambios, presentando las mismas dificultades y errores en am-
bos trabajos. En cambio, el grupo G2 presenta una tabla bastante
amplia sobre diferentes dificultades y errores asociados a la divi-
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sion en el analisis cognitivo y en la unidad diddctica hace una
seleccion de las relacionadas con su nivel educativo. El grupo G6
es el que presenta cambios mas significativos, incluyendo en la
unidad didactica, ademads de los errores propuestos en el primer
trabajo, dificultades, distinguiendo entre ambos aspectos.

Centrandonos en el andlisis del trabajo final (unidad didacti-
ca), encontramos que todos los grupos relacionan adecuada-
mente las dificultades y errores propuestos con los contenidos
que pretenden trabajar en el nivel educativo asignado. El tnico
caso en el que se puede apreciar que algunas de las dificultades y
errores no se corresponden con lo que se trabaja en el curso es el
del grupo G2, ya que establecen como dificultad la concepcion
de que el dividendo es siempre mayor que el divisor, aspecto
que no aparece hasta introducir la division con decimales. Asi lo
subraya este grupo:

Dificultades:
Diferente papel que desempenan los términos dividendo y divisor de
las operaciones de la division. (L1)

Errores:
Los alumnos memorizan que el dividendo siempre es el nimero
mayor y el dividendo el niimero menor.

En contraste, ninguno de los grupos al inicio de cada sesion
hace una seleccion entre sus dificultades y/o errores para poder
abordarlos con las tareas planteadas. Se centran en mencionar
solamente los contenidos, los objetivos especificos y los materia-
les o recursos necesarios. No obstante, cuando se analizan las
tareas de cada sesion, en ocasiones se aprecia que si contemplan
de algiin modo las limitaciones de aprendizaje. Todos los grupos
inician algunas de sus sesiones proponiendo actividades con
material manipulativo, lo que favorece que los escolares entien-
dan los significados de la divisién o comprendan el mecanismo
del algoritmo, permitiendo superar algunas dificultades y evitar
errores asociados a ellas. Una muestra de esto se puede apreciar
cuando el grupo G6, en la primera sesién de su unidad didactica,
pide a los alumnos que resuelvan un problema utilizando el ma-
terial multibase, planteandolo de la siguiente manera:
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Una vez que saben representar los nimeros vamos a plantear lo si-

guiente utilizando el material multibase en grupos de 4:

- Una floristeria quiere hacer ramos de una docena de rosas con
252 rosas que tiene en la tienda. ;Cudntos ramos de rosas haran?
;Sobran rosas?

Sin embargo, en pocas ocasiones se observa de manera clara'y
explicita la intencién de crear conflicto cognitivo, por ejemplo,
para incidir sobre algtin error frecuente de los que incluyen en su
andlisis cognitivo.

En el resto de las variables a analizar, se pueden observar dife-
rencias mas significativas entre los grupos, existiendo una mayor
variabilidad en el cumplimiento de los items (tabla 1). Comen-
taremos los resultados obtenidos para cada uno de los grupos de
trabajo.

Tabla 1. Resultados de las variables por grupo.

Grupos/ Error vs.  Fuentes Justificacion
Variables dificultad

Gl St Recomendadas e Internet St
G2 Si Recomendadas e Internet Si
G3 Si Recomendadas St
G4 Si Recomendadas e Internet

G5 Recomendadas

Go6 Si Internet

En el caso del grupo G1, encontramos que diferencian entre
dificultades y errores, pero se centran mads en explicar la dificul-
tad que en delimitar los errores especificos que estan asociados a
dicha dificultad. Por ejemplo, en un caso mencionan como error:

El alumno presenta dificultades para asociar el concepto de mitad
con la divisioén entre 2.

En esta situacién, podemos observar que se utiliza el término

dificultad, pero aluden a errores. Un aspecto a destacar de este
grupo es que, para cada dificultad y error, incluye un ejemplo

70 | Investigacion en Educacion Matematica



(«Ejemplo: un alumno sabe repartir 8 lapices entre 2 estuches,
pero no sabe que esto es la mitad»). Se basan tanto en las dificul-
tades senaladas en el libro de texto recomendado como en otras
fuentes de Internet. Finalmente, en las conclusiones justifican
exclusivamente las dificultades asociadas al lenguaje matemati-
co, diciendo que utilizan «un lenguaje sencillo y entendible para
que no los lleve a error».

El grupo G2 presenta una tabla de limitaciones, diferencian-
do entre dificultades y errores. Al igual que el grupo G1, todo lo
que se expone es extraido del libro de texto sugerido. En las con-
clusiones justifican que las dificultades y errores son tomados en
cuenta, pero no se refieren a ninguno de ellos ni explican cémo
se han abordado, indicando que «cada una de las tareas que he-
mos propuesto se ha realizado para superar las limitaciones y
errores que puedan tener los alumnos y alumnas a estas edades y
en este teman.

El grupo G3 establece la diferenciacién entre dificultades y
errores y, si bien se inspiran en el libro de texto, consultan, ade-
mads, otras fuentes, agregando dificultades mas especificas para
su contenido y nivel educativo, como son: dificultad al introdu-
cir el nuevo procedimiento, dificultad en la realizacién del algo-
ritmo de la caja, dificultad de comprension e identificacién de
los términos y dificultad en el verbo de accion para realizar la
operacién. También hacen alusién a algunos errores asociados a
cada una de las dificultades; por ejemplo, relacionan el «Error en
la realizacion de la operacion de derecha a izquierda (tanto en el
cociente como en el divisor)» con dificultades en la realizacién
del algoritmo de la caja. En las conclusiones vuelven a mencio-
nar las dificultades y luego afirman:

Nuestra unidad es adecuada, ya que presenta gran coherencia entre
los objetivos, los contenidos, las dificultades, las representaciones y
las tareas.

El grupo G4 organiza las dificultades en dos categorias, relati-
vas a la division y relativas a la resolucién de problemas, diferen-
ciando las dificultades y errores para cada una de ellas. Aunque
extraen informacion del libro de texto, afiaden una clasificacion
bastante detallada de las dificultades, tanto para la division
como para los problemas, asociando para cada una de estas un
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error y ampliando la informacién del manual mediante la con-
sulta de otras fuentes de Internet. Este grupo no hace ningtin tipo
de justificacion de sus dificultades y errores en las conclusiones.

Dificultad:
1. Dificultad de comprension lectora matematica.

Error:
El principal error a destacar es que el verbo repartir se convierte en
un referente de la divisién que no siempre corresponde.

El grupo G5 comienza mencionando que «lo primero que te-
nemos que diferenciar es el concepto de error con el de dificul-
tad». Sin embargo, presentan un listado de dificultades con la
clasificacién propuesta en el manual recomendado sin hacer alu-
sion a errores, por lo cual reflejan la diferencia mas de nombre
que de concepto. No se hace ningtin tipo de justificacién de las
dificultades planteadas.

3. ¢) Dificultades relacionadas con la ensefnanza.

- Los alumnos son capaces de memorizar ficilmente el algo-
ritmo de la division, pero no llegan a comprender el signifi-
cado de dicho procedimiento ni a identificar los problemas
los cuales se han de resolver mediante dicho algoritmo.

- Confundir problemas multiplicativos con problemas aditivos.

- Considerar que la cantidad que aparece en el cociente corres-
ponde a toda la cantidad del divisor, no a cada unidad del
divisor.

Finalmente, el grupo G6 hace la distincién entre dificultades
y errores de aprendizaje, pero no asocia cada uno de los errores a
una dificultad especifica, es decir, presenta ambas como elemen-
tos independientes. Las dificultades estin mas relacionadas con
la resolucién de problemas:

La dificultad de elegir la operacién adecuada para resolver un pro-
blema simple de division varia de una categoria semantica a otra.

Por su parte, los errores son especificos del algoritmo de la
division:
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Dejar restos intermedios iguales o mayores que el divisor y omitir
ceros en el cociente.

En la tabla 1 podemos observar que este es el tinico grupo
que no utiliza la fuente recomendada. Al igual que los dos gru-
pos anteriores, tampoco justifica el tratamiento de dificultades y
errores en las conclusiones de su trabajo.

5. Discusion y reflexiones finales

La comparacion entre el andlisis cognitivo previo y el trabajo fi-
nal, primera dimensién considerada en el estudio, muestra que
solo dos grupos logran generar cambios a lo largo del proceso
formativo, apreciandose una preocupacion por delimitar en la
unidad didactica cudles eran las dificultades y errores que toma-
rian en cuenta especificamente para el desarrollo de sus sesiones.
Esto indica que aplican adecuadamente las herramientas aporta-
das por el profesorado para llevar a cabo su unidad didactica,
siendo conscientes de que la planificacion es un proceso comple-
jo que incluye varios aspectos y fases que deben ser consideradas.

Respecto a la segunda dimension, relativa al andlisis de ins-
truccién, las observaciones realizadas muestran que la mayoria
de los grupos integran los errores y dificultades en diferentes par-
tes de la unidad didactica, si bien se aprecia un tratamiento no
explicito, superficial o no siempre adecuado en el momento de
plantear las tareas para el alumnado. La experiencia en la forma-
cion inicial de maestros permite constatar que incluso algunos
de ellos no han llegado a dominar por completo ciertos aspectos
del sentido multiplicativo y de la division, tal como se detecta en
alguno de los trabajos analizados, y esto puede influir en que no
les resulte facil integrar los errores y dificultades en las tareas de
un modo consciente y en profundidad.

Casi todos los grupos (cinco de seis) hacen la distinciéon entre
dificultades y errores, situacion que favorece a los futuros maes-
tros a la hora de planificar. Tener claridad sobre limitaciones de
aprendizaje permite hacer una planificacion mas cuidadosa para
afrontarlas en la ensefanza.

Poder establecer cuales son las dificultades y errores que pue-
den surgir en el proceso de ensefianza y aprendizaje de un conte-
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nido matematico especifico conlleva que los futuros maestros
tengan un acercamiento a investigaciones sobre matematica y su
didactica. En general, los grupos se basan en el libro de texto de
referencia para elaborar su listado de limitaciones de aprendiza-
je, pero también acuden a otras fuentes, realizando una busque-
da auténoma. No obstante, hemos apreciado que no siempre
elaboran de manera personal la informacién buscada.

La relacién que se establece entre el contenido trabajado en la
unidad didactica y los errores y dificultades planteados para los
diferentes niveles educativos podriamos decir que, en general, es
coherente. Sin embargo, no se detecta claramente la conexién
entre las limitaciones de aprendizaje y la secuencia de tareas pro-
gramadas, ya que ninguno de los grupos hace mencion en el ini-
cio de cada sesion de las dificultades y errores concretas que se
podrian abordar en ella. Un factor que ha podido influir en este
hecho es que no se les demandaba explicitamente que asociaran
las limitaciones a cada una de las tareas, siendo ellos los que de-
bian tomar decisiones al respecto.

En cambio, al analizar las tareas propuestas, hemos visto que
algunas si se relacionan con las dificultades y errores en cierta
medida, aunque no con la profundidad que seria deseable. Si
bien es cierto que los grupos hacen uso de material manipulati-
vo para facilitar el aprendizaje y ayudar a la superacion de difi-
cultades, no tienen en cuenta otros aspectos importantes que po-
drian enriquecer las tareas en ese sentido, como el planteamien-
to de conflictos cognitivos que presten atencion a los errores mas
frecuentes, tal como sugieren Lupidfiez y Rico (2015).

Finalmente, un aspecto que nos interesaba analizar era la ca-
pacidad de los futuros maestros de justificar el porqué y para qué
de las dificultades y errores considerados en su programacion.
Hemos podido observar que la mitad de los grupos hacian alu-
sion a este aspecto en las conclusiones, si bien argumentaban de
manera muy general la forma en la que habian contemplado las
limitaciones de aprendizaje, o simplemente aludian a ellas.

A modo de reflexion, la consideracién de estos aspectos para
analizar los trabajos de los estudiantes nos da pistas sobre el gra-
do de comprension y de aplicacion que muestran sobre dificul-
tades y errores en el aprendizaje de las matematicas a la hora de
programar la accién diddctica. Conscientes de la complejidad
que supone este tema para la mayoria de ellos, sobre todo por la
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profundizacion requerida en la conceptualizacién de las propias
matematicas, pero también por la necesidad de dominar plan-
teamientos didacticos que promuevan realmente la significativi-
dad de lo aprendido, la informaciéon que obtenemos mediante el
analisis de las unidades didacticas realizadas creemos que resulta
atil para modificar y enriquecer la formacion inicial de los futu-
ros docentes, teniendo en cuenta las limitaciones observadas. Es
decir, partiendo de los criterios que, como formadores de profe-
sores, utilizamos para dar valor a sus competencias de planifica-
cién, podemos detectar posibles carencias, dificultades de com-
prension, creencias erroneas, confusiones u omisiones relaciona-
das, en este caso, con la consideracion de dificultades y errores
en el aprendizaje matematico, para asi poder reconducir y mejo-
rar nuestra propia practica docente. De algiin modo, este estudio
muestra coherencia con la exigencia que, a los estudiantes, a su
vez, se les plantea para desempenar su futura profesion con cali-
dad: «es importante considerar los posibles errores y dificultades
de los alumnos ante el aprendizaje para poder planificar la ense-
nanza de manera mas efectiva».

Creemos que una contribuciéon anadida de este estudio ha
sido la necesidad de organizar y delimitar el tépico de errores y
dificultades dentro del programa completo de formacién de los
futuros docentes, explicitando y haciendo hincapié en las rela-
ciones que se establecen entre las asignaturas de los diferentes
cursos. Esto nos ha llevado a reflexionar sobre la importancia de
la coordinacién entre el profesorado, tanto en el aspecto trabaja-
do como en otros, para asegurar un tratamiento global, secuen-
ciado y coherente de las competencias a desarrollar a lo largo de
la formacion universitaria.
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Analisis del método UCMAS para
el desarrollo del calculo mental

Analysis of UCMAS method for mental calculus

MARiA C. CANADAS Y MARIA D. TORRES
Universidad de Granada

Resumen

El método UCMAS (Universal Concept of Mental Arithmetic System) tiene
como uno de sus fines el desarrollo del calculo mental en los niflos. Comienza
con el uso del abaco soroban. Su objetivo principal es el desarrollo intelectual
a través de la estimulacion del cerebro en los nifios de 5 a 13 afios. UCMAS se
usa en diferentes paises. Se conoce en Espafia desde hace pocos afios. En este
trabajo describimos su origen, sus principales caracteristicas, el abaco soroban,
los fundamentos matematicos sobre los que se basa y algunas actividades. Fi-
nalmente, usamos un analisis DAFO del método UCMAS, que muestra informa-
cion util para la investigacion y la docencia.

Palabras clave: abaco soroban, calculo mental, métodos de calculo, UCMAS

Abstract

The UCMAS (Universal Concept of Mental Arithmetic System) has as one of its
main aime the development of children' mental calculus. It starts with the use
of Soroban abacus. Its main objective is the intellectual development through
the stimulation of the students' brain. The method is recommended for chil-
dren between 5 and 13 years old. UCMAS is used in different countries. It is
known in Spain since a few years. In this work we describe its origin, its main
characteristics, the soroban abacus, the mathematical foundation in which it
is based on, and some activities. Finally, we use SWOT analysis to identify
strengths, weaknesses, opportunities, and threats related to UCMAS method,
which shows useful information for research and teaching practices.

Keywords: calculation methods, mental calculation, soroban abacus, UCMAS
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1. Introduccion

El cilculo mental hace referencia al desarrollo de operaciones
matemadticas sin el uso de recursos o materiales diferentes al
cerebro. Por tanto, no se pueden usar calculadoras, ni lapiz y
papel, ni siquiera otras partes del cuerpo como los dedos para
realizar cdlculos. También se concibe como aquellos procedi-
mientos mentales diferentes de los algoritmos usuales, utiliza-
dos para llevar a cabo operaciones aritméticas rapidas y exac-
tas (Mochén y Vazquez, 1998). Por ello, el cdlculo mental per-
mite explorar y descubrir distintas formas de operar con los
nimeros.

Diferentes autores destacan la importancia de trabajar el calcu-
lo mental desde las primeras edades. Esto lleva a los nifios a al-
canzar un sentido numérico que les permite afrontar, entender,
analizar y resolver problemas que se les presentan cotidiana-
mente (Ferndndez, 2018). En el curriculo, el cilculo mental se
recoge como una de las habilidades que debe adquirir el alumno
de Educacién Primaria para desarrollar un razonamiento légico
que le permita resolver problemas y operaciones aritméticas de
una forma mas precisa (Cantén y Mochén, 2003).

A pesar de lo anterior, el cdlculo mental en la escuela, en la
mayoria de los casos, no se ejercita o no se hace lo suficiente
(Goémez, 1989; Mochén y Vazquez, 1995). En los dltimos anos,
se estan introduciendo diferentes métodos en las aulas de mate-
maticas en las primeras edades en Espana, con la intencién del
fomentar el calculo mental. Uno de ellos es el método UCMAS
(Universal Concept of Mental Arithmetic System), en el que se ins-
truye a los nifnos en el uso del dbaco soroban a través de diversas
actividades programadas. En este método se comienza con el
uso de un material, el dbaco soroban, pero, de forma gradual, se
va abandonando su uso para la realizaciéon de operaciones mate-
maticas.

Como investigadoras y docentes en Didactica de la Matema-
tica, entre otras tareas, tenemos la responsabilidad de la forma-
cién de maestros de Educacién Primaria. Nos asaltan numero-
sas y variadas preguntas sobre este método. Destacamos algu-
nas: jes beneficioso este método?, ;es beneficioso para todos
los ninos?, ;fomenta el cilculo mental en detrimento de otras
habilidades matematicas?, ;para quiénes?, ;cémo y cuando se
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debe usar?, ;hay casos o situaciones en los que no se recomien-
de?, etc. Algunas de estas cuestiones estan abordadas por los pro-
pios promotores del método o directores de centros donde se
trabaja con él. En cambio, no hemos encontrado resultados de
investigacion independientes que den cuenta del método. En
este trabajo hacemos una primera aproximacion al método
UCMAS, mediante una descripcion detallada y un analisis DAFO
de este.

2. El método UCMAS

El programa UCMAS lo inici6 Dino Wong en 1993. La intencion
fue estimular la actividad cerebral de los nifios a través del uso del
abaco soroban y el juego. Segtin se recoge en la web de UCMAS-
Espafia (http://www.ucmas.es/phone/el-programa.html), actual-
mente mas de un millén de alumnos trabajan con él, y se impar-
te en mds de 5000 centros educativos de 49 paises distribuidos
por Europa, Norteamérica, Africa y Asia.

En Espana se establece este método entre los anos 2006-2007,
con el objetivo de dar respuesta a la biisqueda y formacion en
modelos educativos alternativos y que ayudaran a mitigar algu-
nas dificultades con el cialculo mental. El método se usa en Espa-
na a través de dos modalidades diferentes: como actividad ex-
traescolar o como implementacién en el curriculo del colegio.
Actualmente, mas de 10.000 alumnos cursan el programa en los
mejores centros de ensenanza del pais.

2.1. Caracteristicas generales

Las siglas UCMAS proceden de Universal Concept of Mental Arith-
metic System, cuya traduccion al castellano es concepto universal
del sistema de aritmética mental. El método consiste en:

[...] el uso de una metodologia determinada a través del abaco y
unos recursos diddcticos particulares, que generan un modelo inno-
vador y de gran eficacia que forma al individuo en habilidades y
capacidades, mejorando asi el proceso de ensefianza-aprendizaje.
(Claret, 2012)
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El uso del abaco soroban y la posicién y el movimiento coor-
dinado de los dedos de ambas manos son partes esenciales del
método. Dado que cada uno de nuestros hemisferios controla la
actividad de nuestra mano contraria, este método favorece el
equilibrio entre los dos hemisferios del cerebro (Claret, 2012).

Esto es especialmente importante si tenemos en cuenta que
parecen existir dos modos de pensar, el verbal y el no verbal, re-
presentados por el hemisferio izquierdo y el derecho, respectiva-
mente. Dado que se suele priorizar la forma verbal, en particular
en occidente, este método favoreceria el equilibrio entre ambos
hemisferios. Nuestro hemisferio izquierdo controla la capacidad
de representar los niimeros con palabras y de realizar operacio-
nes aritméticas mentalmente (Sperry, 1973).

Para realizar cdlculos con el método UCMAS, no es necesa-
rio representar nimeros con palabras. Calcular significa visua-
lizar mentalmente imdgenes de cuentas o bolitas en el dbaco
soroban. Los nifios que aprenden a utilizar el dbaco soroban
generan en sus mentes una representacion visual de esos niime-
ros. Por tanto, trabajan con representaciones no verbales de los
numeros (Barner y Frank, 2011). Los niflos que aprenden a cal-
cular con un dbaco relacionan que el niimero tres no es sola-
mente la cifra 3 o la palabra tres escrita en un papel, sino que
esa cifra tiene una posicién determinada en una columna del
abaco.

En este sentido, los defensores del método UCMAS conside-
ran que se trata de un programa de desarrollo intelectual integral
que activa las dreas cerebrales relacionadas con la memoria espa-
cial, la sensibilidad artistica, la capacidad de concentracion entre
otros.

La edad recomendada para este método es el intervalo 5-13
anos. Esta recomendacién se basa en dos argumentos. Desde el
punto de vista fisiolégico por ser la etapa de mayor plasticidad
en el cerebro. El tejido neuronal se desarrolla en los nifios desde
los 4-6 anos y este proceso se mantiene activo hasta los 12 anos,
momento en el que el desarrollo de los tejidos nerviosos alcanza
el 75% (Healy, 1991). Desde el punto de vista cognitivo, un
nino con menos de 5 afnos es posible que atin no identifique los
ndmeros. En cambio, un nifio de mayor edad no puede incorpo-
rar al concepto del pensamiento solo imagenes, porque ya esta
acostumbrado a pensar de manera tradicional.
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Como hemos indicado, en el método se usa el dbaco soro-
ban, que describimos a continuacion.

2.2. El abaco soroban

El dbaco soroban es un dbaco de origen japonés compuesto por
varillas verticales y en cada varilla cinco cuentas. Estas cuentas
estan separadas por una barra central horizontal, quedando en
la parte superior una cuenta. Las cuentas de la parte superior se
llaman de cielo y su valor es de 5 unidades. En la parte inferior
estan las cuatro cuentas de tierra, cada una con valor de una uni-
dad en la posicién de las unidades. En la figura 1 mostramos el
abaco soroban y sus diferentes partes.

i »CUENTA CON VALOR
DE CINCO

PUNTO DIVISOR DE
CLASE

[ EJE ODIGITO

CUENTAS CON VALOR
DE UNO

UNIDADES
DECENAS

CENTENAS

Figura 1. Partes del abaco soroban. Fuente: Vega y Carranza (2016).

Las cuentas de este dbaco adquieren valor cuando se acercan a
la barra central y pierden su valor cuando se alejan de ella. En el
abaco de la figura 1, como todas las cuentas estan alejadas de la
barra central, esta representando el niimero cero.

En el método UCMAS se trabaja con ntimeros y las formulas’
se basan en las reglas y axiomas matematicos tradicionales en el

1. El método UCMAS se compone de 34 férmulas que mediante distintas operacio-
nes aritméticas se realizan con el dbaco (figura 3).
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sistema decimal de numeracion indoardbigo (el habitual en la
cultura occidental). Se asocia un ntimero a ciertas cuentas y a
una posicion de estas en el abaco, la nocién de adicion con «po-
ner cuentas» y la de sustraccion con «quitar cuentas», por poner
algunos ejemplos.

El manejo del abaco es muy importante, porque se les ensefia
a operar a través de él. De hecho, se suelen realizar ejercicios de
dedos y se establecen una serie de pasos en el uso del dbaco so-
roban en el método UCMAS.

El primer paso es limpiar el dbaco, que significa dejarlo a
cero. Para ello, se sujeta el dbaco y se levanta unos 45 grados.
Después, se levantan todas las cuentas inferiores deben deslizar-
se hacia la base del abaco (figura 2).

A continuacion, se apoya el dbaco sobre la mesa de forma ho-
rizontal y con el dedo indice derecho se levantan todas las cuen-
tas superiores. La direccion es de izquierda a derecha y con el
dedo indice derecho se levantan todas las cuentas superiores o
cuentas de cielo.

J —

e

Figura 2. Movimiento del abaco para ponerlo a cero. Fuente: Biedma (2014).

Este paso hay que repetirlo cada vez que empecemos una
nueva operacion.

Tipos de movimientos
Hay diferentes tipos en funcion de los nimeros implicados en
las operaciones. Para los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5, realizamos un
solo movimiento, para la suma se hara subiendo la ficha o gru-
po de cuentas con el dedo pulgar y el movimiento de restar se
hara bajando la ficha o grupo de cuentas con el dedo indice.
Para 6, 7, 8 y 9, el ejercicio es diferente, pues se requiere el
movimiento simultineo de 2 o mds cuentas. A este movimiento
se lo llama PINCH cuando sumamos, y SPLIT cuando restamos.
En la tabla 1 mostramos un ejemplo de los movimientos que
hay que realizar, por ejemplo, para el niimero 6.
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Tabla 1. Ejemplos de movimientos.

Operacion Movimiento de los dedos

+6 Subir con el dedo pulgar derecho 1 ficha y bajar la ficha5 con el
indice derecho simultineamente.

-6 Bajar con el dedo pulgar derecho 1 ficha y subir la ficha5 con el
indice derecho simultineamente.

El dbaco solo se sujeta con una mano. Los dedos pulgar, anu-
lar y menique sujetan el dbaco y el indice y medio se utilizan
para manipular las cuentas, haciendo la forma de las orejas de
un conejo.

Figura 3. Posicion de los dedos para sujetar el abaco.

La sujecién del lapiz es importante para el correcto manejo
del dbaco. Si los nifios son diestros o zurdos, el método UCMAS
indica diferentes posiciones.

2.3. Fundamentos matematicos

El método UCMAS tiene 32 férmulas que los ninos van apren-
diendo progresivamente. Hasta que no las conozcan todas, no po-
dran trabajar solos. (http://es.scribd.com/doc/96714959/
LICMAS-1). Se distinguen tres tipos de formulas: a) amigos peque-
nos, b) amigos grandes y ¢) combinaciones. Las parejas de amigos
pequenos estan formadas por parejas cuya suma de ambos nime-
ros es igual a cinco. Las parejas de amigos grandes estan formadas
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por dos niimeros cuya suma es 10. Se dice que el mejor amigo de
los amigos grandes es el nimero 10. Las combinaciones combi-
nan una pareja de amigos pequenos con otra de amigos grandes.

En la figura 4 se observan las 34 férmulas. Las flechas indican
el sentido en el que hay que desplazar la ficha en el abaco.

Amigass Guanden,  Angas Pausicn,  Amigaas Guandes

|

?
]

L
L R ey e
BN TR A WA

AN TIHN B  BANN
PO BT WL

?
:

tii ol RN

Figura 4. Formulas (UCMAS Espafia SL). Fuente: http://ucmas.es/materiales/otros/
LISTA%20FORMULAS%20BASIC.pdf.

Dependiendo de la suma o resta, el alumno tiene que elegir
una féormula de estos grupos siguiendo una jerarquia predeter-
minada.

En las primeras edades del uso del método UCMAS (5-7 anos
aproximadamente), el aprendizaje de las formulas tiene de apo-
yo imdgenes del dbaco acompanadas de flechas y se incluye el
simbolo de suma o resta. Asi pueden aprender el k<movimiento»
de una férmula con las flechas y el simbolo matematico de la
operacién como ayuda (figura 4). Por ejemplo, para+4 =+5 -1,
el movimiento correspondiente del movimiento seria: + 4 =5 |
1 |Operaciéon: + 4 =+5 - 1.

T
L4 ¥
i

LA |

Figura 5. Férmulas con flechas.
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La suma en un libro de texto UCMAS no se expresa de la for-
ma tradicional. Una operacion se representa de la siguiente ma-
nera: el nino visualiza los tres niimeros a la vez y posteriormente
sigue el procedimiento UCMAS (observar, elegir formula y cal-
cular) para llegar al resultado (Claret, 2012).

2.4. Actividades

El trabajo con el método UCMAS incluye de juegos variados y
dindmicos. Describimos a continuacién algunos de ellos. Co-
menzamos por los que fomentan la atencién, la concentracion,
la memoria visual y espacial.

e Speed writing* es un juego de concentracion en el que hay que
escribir el mayor niimero de parejas de amigos pequenos o
grandes en un minuto.

e En short term memory se dicen en voz alta cinco nimeros a los
ninos, cambiando la velocidad al decirlos y el intervalo de
tiempo entre ellos. Después los tienen que escribir. Se va au-
mentando la cantidad de nimeros. Este juego se puede hacer
con tarjetas de imagenes.

e Para el juego del teléfono arabe, se divide la clase en dos equi-
pos y el profesor propone una operacion a un miembro de
cada equipo. Este miembro hace la operacion mentalmente
con su dbaco imaginario y a continuacién le dice la operacién
a su comparnero de al lado, quien debe resolver y seguir la ca-
dena. Y asi sucesivamente hasta llegar al tltimo miembro del
equipo, quien debera decir en voz alta la operacién y su resul-
tado.

e En el juego del fotégrafo, todos los alumnos se colocan en
grupo, como si les fueran hacer una foto. Uno de ellos sera el
fotografo, quien tendra que observar en un tiempo concreto
todos los detalles de la foto imaginaria que ha realizado. A
continuacion, se marcha de la clase y el grupo cambiard de
posiciéon e introducirdn elementos nuevos. El fotografo debe-
ra averiguar qué ha cambiado con respecto a la foto original
(Claret, 2012).

2. Mantenemos la terminologia en inglés porque en Espana se usa asi en las activi-
dades a las que hemos tenido acceso.
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Otros juegos se centran mas en favorecer la memoria visual y
auditiva.

e Las flash cards son tarjetas con la imagen de un nimero por
una cara, y la imagen de ese mismo nimero representado en
el dbaco soroban en la otra cara. El objetivo es averiguar el
numero viendo la imagen del abaco.

e En los mentals, los ninos pasan de usar el dbaco fisicamente a
usarlo de forma imaginaria, mediante una imagen mental del
mismo. Primero usaran los dedos como apoyo, aunque ya sin
el dbaco. Progresivamente, dejaran de usar los dedos. Se con-
sidera un momento clave en el método.

Para que el trabajo realizado sea eficiente, es necesario que:
a) la practica sea constante, y b) que se practique en casa, ademds
de en el colegio. En este sentido, se requiere el apoyo de las fami-
lias de los ninos que trabajen con este método en los centros
educativos (Claret, 2012).

3. Analisis DAFO del método UCMAS

El analisis DAFO responde a las siglas de Debilidades, Amenazas,
Fortalezas y Oportunidades. Es una técnica de andlisis que procede
del ambito empresarial facilitando el proceso de planificacion es-
tratégica, proporcionando la informacién necesaria para la imple-
mentacion de acciones y medidas correctivas, y para el desarrollo
de proyectos de mejora (Diaz y Matamoros, 2011; Giirel, 2017).

La técnica DAFO consta de las siguientes fases: a) plantea-
miento, que consiste en definir y distinguir claramente los con-
ceptos de debilidad, fortaleza, amenaza y oportunidad; b) analisis,
tanto interno, nuestras debilidades y fortalezas, como externo,
las amenazas y las oportunidades del entorno; y ¢) finalmente,
se expresan los resultados realizando un vaciado de los datos en
una tabla y se formulan las estrategias o propuestas de mejora
(Moral, Arrabal y Gonzalez, 2010).

Esta técnica se ha extrapolado desde el ambito empresarial al
educativo, donde se ha usado en diferentes contextos. Se emplea
para evaluar programas, situaciones, actuaciones, experiencias,
cursos, etc., con el objetivo de realizar un analisis en profundi-
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dad, detectar necesidades, buscar estrategias y realizar propues-
tas de mejora (Moral et al., 2010).

Para el andlisis DAFO a menudo se organizan los datos en
una tabla o matriz de 2 x 2 (figura 6). Esta matriz representa las
categorias internas y externas. La idea es tomar una vision holis-
tica de las cuatro categorias, aunque para fines practicos, cada
uno puede desglosarse por separado (Leigh, 2006).

Internas Fortalezas Debilidades
a. a.
b. b.
C. C

Externas Oportunidades Amenazas
a. a.
b. b.
C C

Figura 6. Matriz de 2 por 2 del analisis DAFO (Leigh, 2006).

La técnica DAFO se desarrolla mediante cuestiones que persi-
guen diagnosticar la situacion presente, proyectar situaciones fu-
turas y prever acciones posibles considerando los condicionan-
tes tanto en positivo como en negativo que rodea la tematica a
abordar. Se concreta en preguntas que corresponden a criterios
internos (fortalezas y debilidades) y externos (oportunidades y
amenazas) (Colds y De Pablos, 2004). Describimos estos cuatro
elementos con el método que nos ocupa.

3.1. Fortalezas

Las fortalezas son caracteristicas del método para las que es espe-
cialmente qtil y que, de algiin modo, distinguen a este método
de otros. Deben ser caracteristicas claras que las tenga este méto-
do y no otros. Para que sea una fortaleza, debe sobresalir sobre
los demas (MindTools, s. f.)

Identificamos las siguientes fortalezas en el empleo del méto-
do UCMAS.

e Se pueden representar nimeros y realizar las operaciones arit-

méticas elementales (adicion, sustraccion, multiplicacién y
divisién).
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¢ Se fomenta la atencién, la concentracion, la memoria visual y
espacial.

e Hay actividades y juegos variados, para trabajar individual y
grupalmente.

3.2. Debilidades

Las debilidades son caracteristicas que hacen que otros métodos
sean mads ttiles que este en algin sentido. Se debe pensar en ele-
mentos que se pudieran mejorar o practicas que pudieras ser mas
efectivas o eficientes si se desarrollaran de otro modo (Mind-
Tools, s. f.).

A continuacion, describimos las debilidades identificadas en
el método UCMAS:

e Podria confundir al nino si se combina con otros métodos
para el aprendizaje de las operaciones aritméticas basicas.

e Es dificil acceder al material. En la mayoria de los casos, no es
de acceso abierto.

e Se necesitan recursos para que cada nifno tenga un abaco so-
roban.

e Se necesita la practica en casa y no todas las familias han de
tener los conocimientos necesarios.

3.3. Oportunidades

Las oportunidades recogen ocasiones o casos en los que el mate-
rial se podria mejorar y para lo que hay que trabajar y hacer
transformaciones. Pueden derivarse de situaciones educativas y
docentes que se prevean con su uso para el presente o el futuro.
Se pueden proponer teniendo en mente los cambios sociales, los
perfiles del alumnado y las costumbres (MindTools, s. f.).

Planteamos las siguientes oportunidades para el método
UCMAS:

e Dar acceso gratuito a los materiales del método.

e Plantear una formacién de las familias para que puedan apo-
yar a los ninos que usen el método UCMAS.

e Disenar e implementar formaciéon de maestros en este méto-
do para que puedan usarlo en las aulas o a través de activida-
des extraescolares.
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3.4. Amenazas

Las amenazas incluyen cualquier aspecto que pueda afectar ne-
gativamente al uso del método por cuestiones externas como,
por ejemplo, problemas econémicos o requerimientos educati-
vos, entre otros. Se pueden tener en cuenta obstdculos externos
que puedan influir en que no se use el método. Conocer otros
métodos y analizar en qué sentido que puede mejorar este puede
ser util también (MindTools, s. f.).
Percibimos las siguientes amenazas en el método UCMAS:

e No se usa la tecnologia.

e En algunos paises, el abaco soroban no se usa habitualmente
en los centros educativos.

¢ Las demandas curriculares no dejan mucho margen de tiem-
po para utilizar métodos diferentes de los tradicionales que,
al menos inicialmente, requiere una inversion de tiempo.

e Se requiere que los maestros o maestras que vayan a trabajar
matemadticas con los ninos desde los 5 a los 13 anos conoz-
can y empleen el método. Esto implica a maestros de Educa-
cién Infantil, de Educacion Primaria y profesores de matema-
ticas de Educacion Secundaria.

4. Conclusiones

En este trabajo hemos descrito el método UCMAS y hemos plan-
teado las debilidades, amenazas, fortalezas y oportunidades que
observamos desde nuestro conocimiento del método y de la si-
tuacion educativa en Espana.

En primer lugar, destacamos que la bisqueda de referencias
para la realizacién de este trabajo ha dado pocos resultados,
a pesar de contar con los recursos disponibles en la Bibliote-
ca de la Universidad de Granada y de ser conocedoras de dife-
rentes bases de datos especializadas. En diferentes momentos
durante el avance de este trabajo, nos hemos encontrado con
la imposibilidad de acceder a diferentes documentos en acceso
abierto.

El método UCMAS se propone para implementarlo con ninos
de 5-13 anos. En el caso de Espana, esto implica que los maes-
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tros de Infantil, Primaria y Secundaria deberian ser conocedo-
res de este para implementarlo en sus aulas. Esto es especialmen-
te complicado si se quiere desarrollar en centros educativos pu-
blicos, porque los nifios de esas edades pasan al menos por dos
centros educativos diferentes entre los 5 y los 13 anos: uno de
Educacién Infantil-Primaria (3-12 anos) y otro de Educacién Se-
cundaria.

Desde el punto de vista de la investigacién, creemos que
queda trabajo por hacer con relacién al método UCMAS. A con-
tinuacion, perfilamos algunas lineas de trabajo en este senti-
do. Una primera cuestion general es que no hemos encontrado
investigaciones en Espana que verifiquen las ventajas que los
creadores del método o los directores de centros privados don-
de se imparte le atribuyen a este método. Seria conveniente de-
sarrollar un estudio empirico donde se puedan comparar gru-
pos de ninos similares, con un grupo de control y otro experi-
mental.

Como hemos descrito, existen dos modalidades para el uso
del método en los centros educativos: como integracion en el
curriculo y como actividad extraescolar. Cabe plantearse si las
dos modalidades son igual de eficientes. Creemos necesario in-
dagar sobre las diferencias que se deberian tener en cuenta en
ambas modalidades y si en el caso de que se use en actividades
extraescolares, como se recomienda combinar este trabajo con el
que hacen en sus clases habituales de matematicas.

Otra cuestion que afecta a la practica docente es la atencion a
la diversidad. En las aulas ordinarias asisten alumnos muy diver-
s0s. ;Como se atiende con este método a las necesidades indivi-
duales de cada alumno? ;Qué ocurre con los que tienen necesi-
dades especificas de apoyo? ;Y a los que son de alta capacidad o
tienen talento matematico?
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Resumen

El capitulo estudia la reflexion de futuros profesores de Matematicas (FPM)
durante la realizacion del Practicum; se conjetura que el analisis reflexivo po-
sibilita en el FPM transformar los aspectos inconscientes de la ensefianza, en
conscientes. A través de un experimento de ensefianza los FPM enfrentan un
problema profesional referido a la ensefianza del algebra, profundizan en di-
cho problema a través del disefio, implementacion y analisis reflexivo de las
tareas matematicas para una clase. Siguiendo el estudio de caso, se examina el
proceso formativo y las producciones. Los resultados muestran que las tareas
iniciales sufrieron modificaciones y cobraron sentido para la practica docente
producto de los procesos de reflexion. De este modo, los FPM incorporan nue-
vos elementos a su actuacion incrementando en sus conocimientos profesio-
nales.

Palabras clave: formacién de profesores, profesor reflexivo, experimento de
ensefianza

Abstract

The chapter studies the reflection of Future Teachers of Mathematics (FPM)
during the realization of the Practicum; it is conjectured that reflexive analysis
makes it possible in the FPM to transform the unconscious aspects of teaching
into conscious ones. Through a teaching experiment the FPM face a profes-
sional problem related to the teaching of algebra, deepen that problem
through the design, implementation and reflective analysis of the mathemati-
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cal tasks for a class. Following the case study, the training process and produc-
tions are examined. The results show that the initial tasks underwent modifi-
cations and made sense for teaching practice as a result of the reflection pro-
cesses. In this way, the FPM incorporate new elements into their performance
by increasing their professional knowledge.

Keywords: teacher training, reflective teacher, teaching experiment

1. Referentes teoricos

La investigacion sobre la formacién y el aprendizaje de los pro-
fesores de Matematicas ubica la reflexion como uno de los as-
pectos importantes para aproximar la teoria y la practica (Kieran
et al., 2013); otros investigadores discuten la pertinencia de estos
constructos (conocimiento profesional y reflexién) en relacion
con el desarrollo profesional (Lin y Rowland, 2016) y conside-
ran la reflexion clave para el desarrollo de los sistemas educati-
vos y un desafio para lograr una educacion matematica de cali-
dad. De aqui la importancia de promover la reflexion en Futuro
Profesor de Matematicas (FPM) e incorporar conocimiento pro-
fesional para otorgar sentido al Practicum (Blanco-Alvarez y Cas-
tellanos, 2017). Nos planteamos, por tanto, el siguiente proble-
ma: ;como promover en futuros profesores de Matematicas pro-
cesos de reflexion durante las practicas? y ;c6mo planean y
transforman sus tareas de ensefianza como consecuencia de esta
reflexion?

1.1. La reflexion del profesor sobre su practica

La reflexion docente se considera un elemento fundamental en el
desarrollo profesional y un medio para la progresiva compren-
sion de la practica. Siguiendo los planteamientos de Schon
(1992) y Dewey (1989), se considera que la reflexiéon implica
una representaciéon activa de la realidad, que incluye la mirada
retrospectiva sobre las acciones en dichas experiencias, el recono-
cimiento de las concepciones que en ellas estan implicadas y la
toma en consideracion de las consecuencias de tales acciones,
culminando con la exploracién de posibles alternativas; El FPM
es gestor del proceso de reflexion, quien identifica y asume un
problema de la practica, lo afronta a través de la revisiéon de sus
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creencias, para estar en disposicion de entenderlo y replantearse
alternativas para asumirlo (Flores, 2007). En este sentido, y dado
que la tinica experiencia que tienen los FPM con la ensefianza es
la que le proporciona el practicum, para comprender el proceso
de reflexion que revelan los FPM se usa la descripcion critica de la
experiencia, haciendo la reconstruccién analitica del proceso for-
mativo en el contexto; se examina la evolucion y caracteristicas
de las tareas matematicas escolares disenadas e implementadas.

Desde la postura cognitiva, la cual aborda la reflexién como
un proceso y un fin, identificamos en varios autores rasgos co-
munes que permiten caracterizar ese proceso (Dewey, 1989;
Schon, 1992; Perrenoud, 2004; Zeichner, 1993; Flores, 2007).
Las principales etapas identificadas por los autores mencionados
anteriormente son: a) problematizacion de los hechos de la rea-
lidad; b) distanciamiento de la realidad; ¢) toma de conciencia
de los propios y nuevos conceptos, y d) las decisiones para la
nueva actuacion.

La principal caracteristica de la reflexién en todas estas postu-
ras es su fin: en la formacién inicial se encamina a la compren-
si6n de la practica docente (Blanco-Alvarez y Castellanos, 2017).
Entendemos los problemas profesionales como las cuestiones
que enfrenta el profesor; son origen de cuestionamientos y dile-
mas de la practica docente y los focos de reflexién en torno a ta-
reas profesionales; es la dificultad que no puede resolverse auto-
madticamente, sino que requiere de la reflexion para transformar
en conscientes, los aspectos inconscientes de la ensefianza (Cas-
tellanos et al., 2017).

1.2. Enfoque realista para la formacion de profesores

Para abarcar la relacion entre conocimiento teérico y practico,
nos posicionamos en la perspectiva formativa del enfoque realis-
ta, que promueve la reflexién para acercar dichos campos. Segin
Melief et al. (2010), este modelo de formacion permite a los pro-
fesores fundamentar los problemas surgidos en la practica desde
la teoria. En este sentido el profesor es generador de situaciones
de aprendizaje escolar a partir de la realidad de su practica. Los
principios de este enfoque (tabla 1) apuestan de manera implici-
ta a la reconstruccion del conocimiento profesional.
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Tabla 1. Principios de la formacion de profesores en el enfoque realista.

Principio 1:  El punto de partida son las cuestiones que emergen de la
practica

Principio 2:  La formacién pretende fomentar la reflexion sistematica

Principio 3:  El aprendizaje es un proceso social e interactivo

Principio 4:  Tres niveles en el aprendizaje: representacidn, esquema y
teorfa

Principio 5:  Autonomia y construccion de la competencia profesional

Korthagen et al. (2001) defienden el aprendizaje reflexivo en
la formacién de profesores para: a) conocer diversas maneras de
actuar en la practica; b) saber cudndo, qué y por qué algo es con-
veniente; y ¢) reflexionar sobre ello sistematicamente. Desde esta
perspectiva, el aprendizaje reflexivo se constituye en el principio
general de la formacion de profesores, surgido del enfoque rea-
lista. A partir de este replanteamiento, las habilidades reflexivas
son ahora consideradas como esenciales por su papel en la ad-
quisicion de habilidades lectivas y en la reformulacion del cono-
cimiento, la practica y la experiencia humana. La reflexion siste-
madtica se concreta a través de la puesta en marcha de un ciclo de
reflexion inscrito en el modelo ALaCT (Korthagen et al., 2001),
buscando la alternancia entre «accién» y «reflexion». Su notacion
se identifica con las siglas de las iniciales de su definicion (Action,
Looking back on the action, awareness of essential aspects, Creating
alternative methods of action y Trial). A continuacion, describimos
las cinco etapas que hemos equiparado con acciones para llevar
a cabo la reflexion:

e Accién o experiencia: se identifica y analiza una problemati-
ca, exhibiendo los hechos conflictivos y de duda. La fase A se
inicia con la descripcion y el planteamiento de una situacion
que problematiza los hechos observados en la practica; pre-
tende dar sentido al objeto de reflexion concretando en una
cuestion.

e Mirar hacia atrds en la accion: consiste en esbozar una «ima-
gen» de los acontecimientos que han dado lugar a la proble-
matica. En la fase L se examinan y exteriorizan creencias, lo
cual conduce a la mirada distante de la realidad.
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e Conocer puntos importantes o esenciales: tomar conciencia
de la accién. En la fase a, se resaltan elementos importantes
de la situacion que conducen a la concienciacién del conoci-
miento y a profundizar el objeto de la problematica.

e Crear, buscar y preparar alternativas para accién: significa
proponer una solucion a la problematica, fruto de las fases
anteriores. En la fase C se buscan estrategias para reformular
el plan de accion para eventos posteriores.

e Comprobar en una nueva situacion: aplicar la solucién en
una nueva situacién. En esta fase T se inicia un nuevo ciclo a
partir de la aplicacién de nuevas alternativas.

1.3. Las tareas matematicas para la instruccion

Entendemos una tarea como un segmento de actividad de clase
que se dedica al desarrollo de un concepto matematico en parti-
cular (Stein y Smith, 1998). En tal sentido una tarea podria estar
compuesta por varios problemas relacionados (ejercicios o sen-
tencias) o podria ser un solo problema complejo. Las tareas in-
volucran todas las actividades llevadas a cabo por los FPM con
escolares para el desarrollo de la leccion.

Un aspecto a considerar es el grado en que una tarea es autén-
tica. Newmann et al. (2007) definen una tarea auténtica como
aquella que se considera significativa, valiosa, y digna del esfuer-
z0, es decir, tareas que conectan la leccién con el mundo real del
escolar y que involucran las preocupaciones del docente; en tal
sentido la tarea se entiende como un todo desde el disefio a la
implementacion y el redisefio. La tarea en si misma se convierte
en problema profesional del FPM, proporcionando oportunida-
des para desarrollar sus conocimientos matematicos y didacticos
para la ensenanza.

En la literatura se identifican varios aspectos que debe consi-
derar el profesor de Matematicas al seleccionar, disefiar o modi-
ficar tareas. Segin Moreno y Ramirez (2016) se atiende a las va-
riables de tarea (contenido, complejidad y situaciones); compo-
nentes de la tarea (meta, formulacién, temporizaciéon) y
funciones de la tarea (diagnéstico, auto/regulacién, sintesis). Al
igual que otros investigadores coincidimos en la necesidad del
analisis reflexivo acerca de la formulacion de la tarea (Liljedahl
et al., 2007); este andlisis reflexivo ilumina cualquier redisefio
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que puede ser beneficioso para las futuras lecciones. El ciclo re-
flexivo ALaCT ha sido configurado para promover en la forma-
cién inicial de profesores de Matematicas el disefio iterativo de
tareas (Castellanos et al. 2018, p. 4). De este modo, los FPM:
a) problematizan hechos de la practica y disefian las tareas para
abordar la situacion problema (fase A); b) toman distancia de
sus creencias, sometiendo la tarea al juicio (fase L); ¢) toman
consciencia de los aspectos relevantes de la aplicacién bajo la
mirada de expertos (fase a); d) establecen decisiones para el redi-
seno de la tarea, la modifican o ajustan (fase C), y ¢) prueban las
alternativas en futuras lecciones (fase T).

2. Metodologia de la investigacion

Se configura un experimento de ensefianza siguiendo el mode-
lo de Korthagen et al. (2001) con el propésito de identificar y
describir los aspectos de la reflexion que manifiestan FPM du-
rante el practicum. Para el desarrollo de esta materia se le pide
a los FPM que realicen un andlisis didactico del tema a desarro-
llar en las aulas de Secundaria. El analisis didactico es un proce-
dimiento ciclico que describe como el profesorado deberia
idealmente disenar, llevar a la practica y evaluar actividades de
ensenanza y aprendizaje (Rico y Moreno, 2016). A su vez, se
puede subdividir en cuatro andlisis complementarios: analisis
de contenido, andlisis cognitivo, analisis de instruccién y anali-
sis de actuacion.

Siguiendo el paradigma cualitativo, se procesan los datos del
estudio mediante un analisis de contenido. Siguiendo el estudio
de caso (Stake, 1998), se examina el proceso formativo y las pro-
ducciones de Juan, un FPM que ha cubierto las fases del proceso
reflexivo y al que denominaremos con este pseudénimo. Juan es
un estudiante que se prepara para ser profesor de Secundaria y
que estd realizando el practicum del dltimo ano de su Licencia-
tura. Eligi6 dlgebra como unidad didactica de sus prdcticas. Para
cada fase del ciclo se espera que el FPM realice unas acciones re-
flexivas (tabla 2) que son motivadas a partir de unas preguntas
orientadoras (Castellanos et al., 2018).

100 | Investigacion en Educacion Matematica



Tabla 2. Acciones reflexivas en fases del ciclo ALaCT.

Fases

Accion reflexiva

Preguntas orientadoras

A Partir de la ac-
cién o expe-
riencia

Problematizacion.
Describir hechos y contex-
to.

Definir la problemitica.

;Cuales fueron los aconte-
cimientos? ;Cuadl es el con-
texto del conflicto? ;Qué

inquietud quiero abordar?

L Mirar hacia
atras en la ac-
cion

Distanciamiento.

Identificar creencias y exa-
minar los supuestos y fun-
damentos la problemitica.

;Cuales son las razones que
originan los hechos? ;Qué
cree sobre la problematica?
;Qué significa la problema-
tica y cémo la define? ;Qué
puntos de vista tiene?

a Tomar concien-
cia de aspectos
importantes

Toma de consciencia.
Analizar conceptos que
definen la problemitica.

;COomo se define y en qué
consiste la problematica?
;Como abordar la proble-
madtica desde otros puntos
de vista?

C Crear alternati-
vas para la ac-
cion

Decisiones.

Evaluar solucién la situa-
cion.

Buscar estrategia.

;Qué alternativas de accion
hay? ;Cuadl es una posible
solucién a la situacion?

T Comprobar la
nueva situacion

Probar en una nueva situa-
cién (otro ciclo).

;Cual es la pregunta que re-
formula el conflicto inicial?

Para comprender el proceso de reflexion que revelan los FPM,
se usa la descripcion critica de la experiencia, haciendo la recons-
truccion analitica del proceso formativo en el contexto; se exa-
mina la evolucion y caracteristicas de las tareas matemadticas es-
colares disenadas e implementadas. Las categorias objeto de
analisis son: variables de tarea; componentes de la tarea y fun-
ciones de la tarea. Dichas categorias se manifiestan como pro-
ducto del proceso reflexivo y dan evidencia del conocimiento
usado por los FPM al abordar las problematicas de la practica
docente (Castellanos et al., 2017). Las categorias de andlisis se
describen en el informe por episodios; las interpretaciones se ilus-
tran con extractos de las producciones de los FPM (marcadas en-
tre comillas).
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3. Ciclo reflexivo sobre las tareas
para el aprendizaje

El reactivo del ciclo de reflexion lo constituy6 la seleccion y el
disefio de tareas para una clase de Algebra escolar, en coherencia
con la problematica abordada en términos del sentido estructu-
ral (Hoch y Dreyfus, 2006). El proceso reflexivo se cubrié acorde
a las fases ALaCT (figura 1) a través de ciclos iterativos. A conti-
nuacion, discutimos los resultados del proceso reflexivo que rea-
liza Juan cuando redisefia e implementa una clase ajustando las
tareas escolares para ensenar la factorizacion y la transformacion
de expresiones de la forma (a+b)?.

i Nuevas tareas

2

i | Tareai

{ aciertos y dificultades |

el dab dhb

Figura 1. Trayectoria formativa para promover ciclos reflexivos.

En el andlisis del ciclo reflexivo interpretamos las situaciones
problematicas que identifican y formulan los FPM a partir de la
planeacién y puesta en marcha de una clase para el plan de aula.
Examinamos los ajustes que las tareas escolares sufren en su di-
sefio; nos centramos a lo largo del ciclo ALaCT en las variables
de tarea, funciones y componentes que han sufrido cambio, pro-
ducto de las acciones reflexivas.

3.1. Fase A: partir de la accion o experiencia

Episodio 1. Juan expone situaciones conflictivas que surgen de
su practica al planear una clase de algebra (figura 1). Las cuestio-
nes son referidas al diseno de tareas y a su coherencia con el pro-
posito de la instruccién. Juan identifica la problematica y descri-
be dos fenémenos del ambito didactico que le inquietan: el sen-
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tido estructural que dan los alumnos a las tareas de factorizacion
y las dificultades del aprendizaje:

;Cuadl es la situacion problema?

Se sienten inhabiles para dar sentido a los conceptos, no reconocen
una estructura interna familiar, involucrada en la expresion dada.
Me explico: m? + 6m + 9 tiene la estructura interna de un binomio
cuadrado, o sea (m+3)>.

No logran ver cémo (o por qué) trasformar esta expresion.

Mi afan estd en la factorizacion de TCP, el sentido estructural que
dan los jovenes, prepararlos para el desempefio alto y que entien-
dan lo que hacen y por qué proceden asi.

Juan ha identificado como foco de inquietud la factorizacién
de un trinomio cuadrado perfecto (TCP). Para esto, los alumnos
deben reconocer la identidad notable involucrada en las expre-
siones algebraicas de la forma TCP. Juan identific6 dificultades
de los escolares para «comprender la estructura interna de la ex-
presién dada y reconocer en ella, una estructura familiar».’ El
FPM identifica esta problematica como un hecho que tiene fun-
damento en el primer descriptor del sentido estructural (Hoch y
Dreyfus, 2006). La primera version de la tarea que Juan cre6 para
su clase (figura 2) son ejercicios con una formulacién instru-
mental, en contexto puramente matematico, dejando claras las
instrucciones y los datos.

Juan esperaba lograr la conexién de conceptos, usando algu-
nas preguntas con las que podria obtener variadas estrategias de
solucién y su justificacion. La tarea, con instrucciones guiadas,
pretende llegar a una solucién determinada de antemano, que
busca «reconocer las relaciones entre los términos de la expre-
sion» y su simplificacién, para «ayudar a dar sentido a la estruc-
tura (interna) de dichas expresiones». Interpretamos que Juan
disena tareas que consideran las dificultades de aprendizaje de

1. Estructura familiar: referida a los «casos de factorizacién» o férmulas que indi-
can como, dada la estructura externa especifica del polinomio, se establece el procedi-
miento para expresarlo como producto de dos o mds factores. En esta ocasion arrancan
de las identidades notables basadas en cuadrados de un binomio.
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o mP+m+m+1
o a*+3a+3a+9
o x*+(2)(4x) + 16

primero?

rente y 5:ga las nstrscciones ndicadas
VALORACION CADA PUNTO. 20 Vo Bo Jefe Area

1. Observe con atencién las siguientes expresiones algebraicas. ;Qué
puede decir de ellas, de su forma?

2. Observe el segundo y tercer término de cada expresion ;Qué puede
decir de estos términos? ; Qué relacion guardan con el primer término?
¢Queé relacion guardan con el cuarto?

3. Analizar la expresion x? + (2)(4x) + 16. Observe el tercer termino
¢Qué puede decir? ;Qué relacién guarda con el segundo y con el

Figura 2. Tarea disefiada por Juan en la fase A

los escolares. Se centra en tareas para orientar la conexion entre
las identidades notables y la factorizacion. La tabla 4 sintetiza el
andlisis de la fase A al problematizar la practica en términos de
la planeacion de tareas para la ensenanza de la factorizacion.

Tabla 4. Sintesis de las dimensiones de analisis en fase A.

Formulacién de la problematica

Analisis de las tareas

Sujetos: jovenes de 8.° grado (13-14)
anos.

Objeto: factorizacién de un TCP.

Origen: dificultad para reconocer una
estructura familiar (identidad nota-
ble). Accién: orientar la conexion en-
tre las identidades notables y la facto-
rizacion.

El déficit del FPM, necesidad de ac-
tuacion.

Cuestion: ;como involucrar a estu-
diantes en el sentido estructural que
conlleva la factorizacién?

Percepcién de la solucién: existen ac-
ciones para orientar la conexion entre
las identidades notables y la factori-
zacion.

Reconoce dificultades asociadas a tra-
tamiento y reconocimiento de la es-
tructura interna de TCP.

Considera las relaciones conceptuales
y procedimentales del contenido ne-
cesarias en la organizacién cognitiva
de las tareas.

Reconoce la simplificacién de fraccio-
nes algebraicas como un contexto
que da sentido a la factorizacion.

Valora las dificultades asociadas a la
conexién de procedimientos y rela-
ciones como oportunidad para el di-
seno de tareas.

Explicita las expectativas de aprendi-
zaje involucradas en la tarea.
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3.2. Fase L: mirar hacia atras en la accion

Episodio 2. Juan pone en marcha las tareas planeadas y, pos-
teriormente, reconstruye la clase (figura 1), a fin de explicitar
los fundamentos de sus acciones. Analizamos la clase e inter-
pretamos las razones que ofrecen para justificar la problema-
tica.

Juan resalta aspectos examinados en su leccion (figura 3);
centrd su actuacion en los errores de los escolares, los cuales
involucran el sentido que los escolares dan a la estructura de
una expresion algebraica. Las precisiones que Juan logra al ex-
plicitar la realidad que ocurre en su leccion le permiten, como
senala Flores (2007), distanciarse de sus presupuestos iniciales.
Mirar hacia atrds en la accién conduce a resaltar la coherencia
con los objetivos del aprendizaje, precisando la nocion de acti-
vidad algebraica (generacional y global) y las variables de tareas
(situaciones y complejidad). Juan percibi6 la vision relacional
del cdlculo aritmético en la comprensién de las estructuras in-
ternas de las expresiones algebraicas; consider6 necesario traba-
jar los TCP mas alla de las actividades algebraicas de tipo trans-
formacional (p. ej.: generalizar las expresiones algebraicas in-
terpretando las relaciones que se definen en una expresion
aritmética)

Mirar hacia atras en la accion

eLa comprensiéon de la expresion
Expresiones algebraica algebraica» requiere de tareas para

H «alejar el proceso algoritmico» [1 y

Formas: a+ab+ ab+b? | 2]

a22ab+h? e Visualizar y analizar la estructura

2 pUR—— i (interna y externa) de la expresion

relaciones, algebraica [2 y 3], requiere tareas

propiedades, que consideren la  expresion

f operaciones, algebraica como un  todo.

Representacion N PN . . . _

Analizar " (significado dual del algebra: objeto
Formas: (a + b)? proceso) [4].

4 (a+b)(a+b) ® L as tareas que involucran el calculo

Transformar 5 aritmético y el uso de estructuras
5] ‘ aritméticas puedet} cpndumr ala
comprension semantica del TCP

[4y5],
Figura 3. Ruta de la leccion examinada por Juan en la fase L.
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En sintesis, el FPM reconoce que las tareas deberian plantear
un reto al escolar, demandando el uso de conceptos en otros es-
cenarios diferentes a los inicialmente aprendidos (tabla 5). Al
igual que Thanheiser et al. (2016), al examinar Juan lo que signi-
fican las tareas bien disenadas, reconoce sus propias concepcio-
nes y dificultades conceptuales.

Tabla 5. Sintesis de las dimensiones de analisis en la fase L.

JUAN Nueva Cuestion: ;Como implicar la estructura interna de
expresiones aritméticas en tareas para promover el sentido estructural?

Reconoce en la teoria los descriptores del sentido estructural para la formula-
cién de las tareas.

Explicita algunas variables de tarea (complejidad, contenido).
Identifica la actividad algebraica implicada en la formulacién de tareas.

Reconoce en la simplificacion de fracciones algebraicas un contexto que da
sentido a la factorizacion.

Da organizacién cognitiva a la secuencia de tareas.

3.3. Fase a: conocimiento de puntos
importantes o esenciales

Episodio 3. Siguiendo la trayectoria formativa (figura 1), se guia
la confrontacion entre pares y formadores, con el propésito de
analizar los aspectos importantes de las tareas. Juan y sus com-
paneros de practica ponen en comun hechos relevantes de la lec-
cién y confrontaron sus perspectivas para abordar la ensefianza
del (a+b)?. La figura 4 resalta los aspectos importantes conside-
rados en la discusién por los FPM para la solucion otorgada por
los escolares a la tarea.

Para los FPM, es relevante la «relacion entre los sistemas de
representacion, aludiendo a la comprension de las trasformacio-
nes sintdcticas que se definen en (a+b)?»; resaltan la pertinencia
de las distintas estrategias y las limitaciones de los alumnos en la
retroalimentacion y formalizacién conceptual. Los FPM compa-
raron sus posturas y llegaron a acuerdos, resaltando la intencion
de «<abandonar el disefio de tareas con tendencia tradicional» ba-
sadas en el «manejo algoritmico de ejercicios». Ellos toman con-
ciencia sobre las tareas de modo funcional, en tanto que recono-
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Demanda: Establecer la equivalencia entre los miembros
de una estructura familiar del tipo TCP (caso/identidad)
Solucién: Reconocer relaciones aditivas y multiplicativas
en una estructura aritmética para demostrar la identidad.
Di ion:  Rel ia  al aritmético
(relaciones que sustentan las operaciones) para establecer
las equivalencias entre los miembros de una identidad
Interesante: Acudir la estructura aritmética para
demostrar la igualdad y las relaciones internas del TCP.
Otorgar sentido a la estrategia para reconocer una
estructura familiar (caso/identidad). Reconocer
relaciones internas entre los términos. Contextualizar
conceptos que dan sentido al aprendizaje (cuadrado
perfecto)

IMPORTANTE: Usar las relaciones aritméticas
(aditivas multiplicativas) para generar (o demostrar) la
estructura interna de los TCP y posteriormente, su
reconocimiento. Los jévenes factorizan cuando
comprenden que las expresiones algebraicas que
cumplen con la estructura del binomio cuadrado son
equivalentes antes y después de ser factorizados.

En la expresion 25 + (2)(3)(b) +b? ESCHIDiaNIGUECTANITCP. |
Algunos establecieron la Bquivalencial(5+b)2 = (5+b) (5+b).

pero logran establecer la estructura
multiplicativa asociada con dos factores (binomios)

En las expresiones:
25+30+9 = (5+3)2

5+3) (5+3)
ero no expresaban de manera

general la
En algunos casos identificaban los
perfectos, sin lograr los factores de 30 en términos de 3 y 5.

Pocos comprendian la estructura interna que define los TCP.

Muchos, eran hébiles al realizar iroductos notables, iero I

la expresion 36a% + 12ab +b?y, la expresién (b + 6a) (6a + b).
son equivalentes.
Porque: el orden de los términos internos no altera el significado,

Lo esencial, usar las estructuras aritméticas para deducir pero en nimero si da

las identidades notables en la factorizacion del TCP
(factorizacion).

Figura 4. Analisis de aspectos importantes de |a tarea implementada en fase A.

cen «la importancia de las situaciones problema para abordar el
contenido». La tabla 6 muestra un extracto de la sintesis y cone-
xion conceptual de la puesta en comun. Los FPM resaltaron tres
ambitos importantes: a) el sistema de representacién simbodlico
de (a+b)? y su vinculacién con la aritmética; b) la fenomenologia
del (a+b)? y la conexién con la nociéon de equivalencia, y ¢) la
relacién de los campos procedimental y conceptual con el senti-
do estructural.

Tabla 6. Conexiones y sintesis conceptual resultado de la puesta en comun.

Sintesis

Incluir las representaciones como meta en la tarea: favorecer la representa-
cién del concepto binomio cuadrado y 1a comprension de las operaciones que
se emplean para factorizar el TCP.

Involucrar tareas de autorregulacién con expresiones numéricas y buscar la
percepcion de la estructura de TCP.

Prever la simplificacién de fracciones algebraicas y la solucion de ecuaciones
cuadraticas para dar sentido a la factorizacion.

Aprovechar estructuras (internas y externas) de expresiones aritméticas para
trabajar la nocién estructural de equivalencia de las expresiones con el bino-
mio cuadrado usando problemas.
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Referentes y aspectos a consultar

Aspectos a profundizar.

Profundizar en tareas que promuevan habilidades para el reconocimiento de
la estructura interna de una estructura familiar en su forma simple (identidad
notable).

Consultar el sentido estructural, que traten la equivalencia de las identidades
notables.

Referentes concretados y elegidos.
Descriptores del sentido estructural explicitados en Vega-Castro (2013).

Caracteristicas y actividad algebraica (generacional, transformacional, global)
(Kieran, 2004).

Producto de la puesta en comtn, los FPM aprecian aspectos
relevantes de los componentes de la tarea para conducir a posi-
bles transformaciones: «la gestion de la ensefianza, la funcién de
los sistemas de representacién en el propdsito de la tarea y la
contextualizacion de la tarea». Juan y sus companeros ubicaron
como punto de convergencia para afrontar la problematica «la
resolucion de situaciones contextualizadas».

3.4. Fase C: crear, buscar y preparar
alternativas para la accion

Episodio 4. Siguiendo el experimento (figura 1), Juan, de forma
consciente, presenta el nuevo diseno de la tarea para afrontar su
problemadtica en una nueva leccion.

Redisena la tarea con el objetivo de «interpretar conceptual-
mente la factorizacion del TCP». La meta de la tarea era «recono-
cer en la estructura interna de los TCP una estructura familiar
-identidad notable-». Interpretamos que Juan se incliné por po-
ner de manifiesto la reversibilidad del producto de dos binomios,
mostrando «la factorizacién de los TCP como proceso que se
trata de deshacer la multiplicacion».

Juan redisend la primera parte de la tarea como una sentencia
de ejercicios, basados en el estudio de Vega-Castro (2013), invo-
lucrando las estrategias de «verificar equivalencias, completar ex-
presiones conservando la estructura» (figura 5). La alternativa
para la nueva leccién recurrié, ademas, al calculo aritmético para
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reconocer patrones relacionales y generalizar la estructura de los
TCP. Para Juan es pertinente usar expresiones aritméticas con es-
tructuras semejantes a las estructuras algebraicas generales del
TCP. Estim6 necesario a tal fin, promover procesos reiterativos
de relacién entre dichas representaciones (simbodlica y numéri-
ca). El proposito de la tarea es establecer las relaciones aritméti-
cas y multiplicativas entre los términos del TCP y factorizar, es
decir, superar la vision procedimental con los términos extre-
mos. El alumno debe conocer la identidad e identificar cada ob-
jeto particular de la estructura con los objetos generales de la re-
gla a usar. Juan precis6 que «la expresion aritmética debe ser usa-
da en dos vias: para conducir al analisis estructural y al analisis
operatorio». Justifico esta apreciacion aludiendo a «los eficientes
cdlculos usados por jévenes y los argumentos equivocados apor-
tados al demostrar la equivalencia entre expresiones»

I). Complete la siguiente tabla:

a |blatb| (a+b)y a2 2-a'b b? a2+ b? a?+2ab+b?
113
2 |4
0 |-2
-1 2

Observando los resultados de la tabla verificamos que la expresion algebraica equivalente a
(a+b)* es

Figura 5. Nueva alternativa para la accion. Parte 1 en fase C.

Segun la segunda parte de la tarea (figura 6), Juan considera
pertinente usar los recursos tecnolégicos; a tal fin valoré el tipo
de tarea, dando protagonismo a «las tareas abiertas», que de-
mandan la argumentacion y permiten profundizar en los des-
criptores del sentido estructural para incluirlos en la formula-
cién, con el propésito lograr la «percepcion de patrones relacio-
nales (equivalencias) y su generalizacion en una estructura
familiar».

Para Juan la tarea da respuesta al problema del sentido que
tiene aprender las transformaciones sintacticas implicadas en las
expresiones algebraicas, resaltando, ademas, las habilidades para
percibir las identidades notables y anticipar las transformaciones
que son apropiadas y eficientes al factorizar. Para Juan, «se pue-

5. Reflexion de futuros profesores de matematicas sobre las tareas de ensefianza

109



de dar sentido a la factorizacion desde la actividad de tipo trans-
formacional en el contexto de las Matematicas y de otras Cien-
cias», lo cual requiere de «la comprension de las estructuras alge-
braicas y aritméticas».

Deducir la expresion estandar del trinomio (x? +bx +c)

Identificar la relacion entre los pardmetros (a, by c)

Trata con los parametros en la extension polindmica de (a+b)?, asignando diferentes valores paraay b.

Puedes usar la tabla de la parte uno para establecer tus comentarios y argumentaciones

(a+b)*=a®+2ab+ b °
° JoH G F
=2 o ° .
41 b ab bA2
b=15 D c E
3j L
a| )
2 a2 - -9 4 2 P a
(24 1.5)" =2+ 2(2.1,5) + 1,5°
. . .
1
- M N
(a+b) =1225 o ———o——*
1 o 1 2 3 4 5 L]

Figura 6. Nueva alternativa para la accion. Parte 2 en fase C.

3.5. Fase T: comprobar en una nueva situacion

Episodio 5. Juan se dispone a implementar la tarea creada en la
fase anterior. Destacamos la disposicion del FPM para imple-
mentar una nueva leccién y su responsabilidad para motivar a
los escolares en el estudio de la factorizacion.

Juan se incliné por la concepciéon del dlgebra como «aprendi-
zaje de las estructuras y como aritmética generalizada». Destaca-
mos su disposicion para conducir a los escolares en la autorregu-
laciéon de conocimientos previos, en relacion con la generaliza-
cién de los nuevos. Resaltamos la toma de consciencia sobre la
pertinencia de promover la actividad algebraica de meta-nivel
(figura 6). Interpretamos la intencién del FPM de alejarse del en-
foque instrumentalista presente en el plan del aula de su clase,
proponiendo el reconocimiento de las similitudes entre objetos
y métodos. Juan logré ver que «el problema depende por lo me-
nos parcialmente de las tareas», aclarando que estas, «deben te-
ner propésitos claros, es decir, contribuir al aprendizaje del con-
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tenido». Reconoci6 necesario trascender la reproduccion de los
algoritmos, conscientemente aboga por la «comprension de la
dualidad objeto-proceso involucrada en definicién de expresio-
nes algebraicas» (figura 6, izquierda).

El propdsito de la tarea:

 Percibir la expresion como unidad (objeto TCP).

* Reconocer en la expresion dada; la estructura interna de una expresion familiar mas simple (SS; y afinando la
idea de proceso).

e Valorar técnicas para establecer la equivalencia entre las expresiones.

o Usar eficiente y correctamente técnicas y operaciones algebraicas al factorizar (SS; Sentido estructural).

o Hallar generalizaciones a partir de situaciones particulares.

« Exhibir el desempefio del sentido estructural.

trabajaremos
operaciones-
! |

(e1NOMIO AL CUADRADO

EXPRESION ALGEBRAICA
TRINOMIO CUADRADO
PERFECTO

Ejemglo

-estas dos

SON EQUIVALENTES,
ES DECIR UNA ES LA

Ejemplo INVERSA DE LA QTRAS

(x+2)72 son iguales

Figura 7. Situacion descrita por Juan en el nuevo episodio de clase fase T.

3.6. Sintesis y nuevo ciclo reflexivo

La mirada retrospectiva a las fases del ciclo reflexivo permitié que
los FPM valoraran todas las dimensiones y variables de tarea;
contemplaran situaciones que puedan ser familiares a los escola-
res, dando protagonismo a «la solucién de problemas». Final-
mente, resaltaron la «pertinencia de las representaciones usadas
(simbdlica y grafica) en la formulacién» y consideraron adecua-
da la demanda cognitiva de la tarea.

Juan y el colectivo de practica examinaron la tarea puesta en
marcha y concluyen con relacion a los diferentes aspectos que
caracterizan la problemadtica, tales como las limitaciones del
aprendizaje (p. ej.: reconocer la equivalencia entre expresiones
algebraicas), la gestion del contenido y la comunicacion (p. ej.:
dar significado a la variable como ntimero generalizado) y la ne-
cesidad de involucrar situaciones para dar sentido al concepto.
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Los FPM consideraron importantes «las componentes de la ta-
rea» entre ellas: la formulacion de la tarea, el modo de incluir el
contenido y el uso de los sistemas de representacién, examina-
ron las tareas para estudiar su coherencia y complejidad; se detu-
vieron en la contribucion de la tarea a las expectativas de apren-
dizaje

Los FPM identificaron la necesidad de seguir abordando ta-
reas que involucren seleccionar o reconocer procedimientos para
transformar eficientemente las expresiones en funcién de su
equivalencia. Para Juan, el estudiante debe comprender el cémo
y cudndo usar un contenido; saber para qué y por qué transfor-
mar expresiones algebraicas en otras equivalentes; debe apren-
der y usar reglas de factorizacion, pero, sobre todo debe interpre-
tar expresiones en términos del contexto, y debe usarlas para re-
solver problemas.

4. Conclusiones

El ciclo reflexivo y el disefo iterativo de las tareas matematicas
para la instruccion permiten al FPM entender cémo usar los da-
tos recogidos durante la ejecucion y analizarlos después para in-
formar y proponer rediseno de nuevas tareas. Ademas, favorece
la profundizacion del conocimiento del contenido matematico y
otorga sentido a la practica docente. Coincidiendo con otras in-
vestigaciones (Liljedahl et al., 2007), consideramos que al iterar
el disefio se aumenta la autenticidad de las tareas. Coincidimos
en que, con la recopilacion y analisis en cada fase reflexiva se
promueve la comprension de la practica y el desarrollo profesio-
nal de los FPM, asi la reflexion favorece el redisenio de tareas.
Los resultados del analisis respecto a las componentes de la
tarea revelan que la formulacién de la tarea atraviesa por tres
grandes momentos a consecuencia de los procesos reflexivos
asumidos por el FPM. En el primero, la tarea se formula en con-
textos matematicos, sin involucrar situaciones o problemas con-
textualizados para conducir la comprension del contenido. El
segundo momento, que es posterior a la puesta en comtn entre
pares (fase L), produce nuevas formulaciones, en las que el con-
tenido se aborda a través de situaciones contextualizadas (repre-
sentadas usando la geometria) y exhibiendo las demandas cog-
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nitivas al escolar. El tercer momento se da en la fase a, y en él se
aprecia la importancia por formular tareas que involucren los
contenidos a partir de la solucién de situaciones reales, no solo
contextualizadas. Con ello interpretamos que se produce una
identificacion de que la responsabilidad profesional explicita del
FPM, tiene que llevarlo a introducir el contenido de manera fun-
cional (resolucién de problemas), sin haber podido constatar
fielmente esta intuicion.

Otro aspecto de especial importancia en los resultados son las
variables de tarea: hemos podido evidenciar que los FPM inicial-
mente plantearon tareas cerradas y que solo involucraban de-
mandas cognitivas de reproduccién. Con el pasar de los proce-
sos reflexivos y la precision lograda en el analisis cognitivo las
adaptaron de manera progresiva a demandas superiores. Los
FPM valoran los aportes externos y deciden asumir algunos
como referencia. En el caso analizado, los descriptores del senti-
do estructural interpretados en el estudio de Vega-Castro (2013),
fueron asumidos para observar el desempeno de escolares al re-
solver tareas sobre la factorizacién, sin considerarlos para pla-
near la ensefianza.

Como hemos podido observar y evidenciar, pese a que los
FPM, al iniciar el ciclo reflexivo habian realizado el analisis de
contenido, al disefar las tareas solo se mostraron algunos de los
elementos que integran la estructura conceptual del contenido.
Hubo que esperar algunas fases del ciclo reflexivo y haber pro-
fundizado en los descriptores del sentido estructural, para que se
replantearan la necesidad del razonamiento de tipo inductivo
(inferir la generalizacion de estructuras numéricas) y el figurati-
vo (representar superficies cuadradas) en especial, para formular
tareas que demandan la comprensién de la estructura interna y
externa al factorizar, habilidad considerada fundamental en el
desempeno del sentido estructural (Vega-Castro, 2013).

5. Referencias

Blanco-Alvarez, H. y Castellanos, M. (2017). La formacién de maestros
reflexivos sobre su propia practica y el estudio de clase. En: Vier
Munhoz, A.y Giongo, I. M. (eds.). Observatério da educagdo I1I: prdti-
cas pedagogicas na educagdo bdsica (pp. 7-18). Criagdo Humana.

5. Reflexion de futuros profesores de matematicas sobre las tareas de ensefianza [ 113



Castellanos, M. T, Flores, P. y Moreno, A. (2017). Reflections on future
mathematics teachers about professional issues related to the tea-
ching of school algebra. Bolema: Boletim de Educag¢do Matemdtica,
31(57), 408-429.

Castellanos, M. T., Flores, P. y Moreno, A. (2018). Reflexion en el prac-
ticum: Un experimento de ensefianza con estudiantes colombianos.
Profesorado, Revista de Curriculum y Formacion del Profesorado, 22(1),
413-439.

Dewey, J. (1989). Cdémo pensamos. Paidos.

Flores, P. (2007). Profesores de Matematicas reflexivos: Formacion y
cuestiones de investigacion. PNA, 1(4), 139-158.

Hoch, M. y Dreyfus, T. (2006). Structure sense versus manipulation
skills: An unexpected result. En: Novotn4, J. (ed.). Proceedings of the
30th Conference of the International Group for the Psychology of Mathe-
matics Education (vol. 3, pp. 305-312). Faculty of Education, Charles
University in Prague.

Korthagen, F. A., Kessels, J., Koster, B., Lagerwerf, B. y Wubbels, T.
(2001). Linking Practice and Theory. The Pedagogy of Realistic Teacher
Education. Lawrence Erlbaum Associates Kieran, Krainer y Shaugh-
nessy [2013].

Kieran, C. (2004). Algebraic Thinking in the Early Grades: What Is It?
The Mathematics Educator, 18(1), 139-151.

Kieran, C., Krainer, K. y Shaughnessy, J. M. (2013). Linking research to
practice: Teachers as key stakeholders in mathematics education re-
search. En: Clements, M. K. (ed.). Third International Handbook of
Mathematics Education (vol. 2, pp. 361-392). Springer New York.

Liljedahl, P., Chernoff, E. y Zazkis, R. (2007) Entretejiendo Matemati-
cas y pedagogia en el diseno de tareas: una historia de una tarea.
J. Math Teacher Educ., 10, 239-249.

Lin, F. L. y Rowland, T. (2016). Pre-service and in-service mathematics
teachers’ knowledge and professional development. En: Gutierrez,
A., Leder, G. C.y Boero, P. (ed.). The Second Handbook of Research on
the Psychology of Mathematics Education (pp. 483-520). Sense.

Melief, K., Tigchelaar, A., Korthagen, F. y Van Rijswijk, M. (2010).
Aprender de la préctica. En: Esteve, O., Melief, K. y Alsina, A. (eds.).
Creando mi profesion: una propuesta para el desarrollo del profesorado
(pp- 39-64). Octaedro.

Moreno, A. y Ramirez, R. (2016). Variables y funciones de las tareas ma-
temadticas. En: Rico, L y Moreno, A. (coord.). Elementos de diddctica de
la matemdtica para el profesor de Secundaria (pp. 243-254). Pirdmide.

114 | Investigacion en Educacion Matematica



Newmann, F. M., King, M. B. y Carmichael, D. L. (2007). Authentic ins-
truction and assessment: Common standards for rigor and relevance in
teaching academic subjects. Des Moines, lowa: Department of Educa-
tion. Google Scholar.

Perrenoud, P. (2004). Diez nuevas competencias para ensefiar. Grao.

Rico, L. y Moreno, A. (coords.) (2016). Elementos de Diddctica de la Ma-
temdtica para el Profesor de Secundaria. Piramide.

Schon, D. A. (1992). La formacion de profesionales reflexivos. Hacia un
nuevo disefio de la ensefianza y el aprendizaje en las profesiones. Paidos.

Stake, R. (1998). Investigacion con estudio de caso. Morata.

Stein, M. K. y Smith, M. S. (1998). Mathematical tasks as a framework
for reflection: From research to practice. Mathematics teaching in the
middle school, 3(4), 268-275.

Thanheiser, E., Olanoff, D., Hillen, A. et al. (2016) Reflective analysis as
a tool for task redesign: The case of prospective elementary teachers
solving and posing fraction comparison problems. J. Math Teacher
Educ 19, 123-14. https://doi.org/10.1007/s10857-015-9334-7

Vega-Castro, D. C. (2013). Perfiles de alumnos de educacion secundaria
relacionados con el sentido estructural manifestado en experiencias con
expresiones algebraicas [tesis doctoral]. Universidad de Granada.

Zeichner, K. (1993). El maestro como profesional reflexivo. Cuadernos
de pedagogia, 220, 44-49.

5. Reflexion de futuros profesores de matematicas sobre las tareas de ensefianza | 115


https://doi.org/10.1007/s10857-015-9334-7




6

El reto de alentar a las ninas a
introducirse en campos STEM

The Challenge of Encourage Girls to Get Into STEM Fields

ENCARNACION CASTRO Y NURIA Rico
Universidad de Granada

Resumen

En este capitulo presentamos una aproximacion a STEM (science, technology,
engineering y mathematics), asi como la importancia de este campo de cono-
cimiento en la resolucion de los problemas de la sociedad actual. Ponemos de
manifiesto la baja representacion de mujeres y nifias en areas STEM y algunas
razones que se dan para ello. Referimos un proyecto de nivel nacional que lle-
vamos a cabo con la intencion de fomentar el interés de chicas estudiantes de
Secundaria en materias STEM. Pretendemos contribuir a la divulgacion de esta
forma de ensefianza y sefalar algunos escollos que encontramos al tratar de
llevar a término nuestra tarea.

Palabras clave: educacion, STEM, mujeres y STEM, brecha de género

Abstract

In this chapter we present an approach to STEM (science, technology, engi-
neering, and mathematics) as well as the importance of this field of knowledge
in solving the problems of today's society. We highlight the low representation
of women and girls in STEM areas and some reasons given for this. We refer to
a national-level project that we carry out with the intention of fostering the
interest of female high school students in STEM subjects. We intend to con-
tribute to the dissemination of this form of teaching and to point out some
pitfalls that we encounter when trying to carry out our task.

Keywords: Education, STEM, women and STEM, gender gap
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1. Introduccion

El término STEM se forma con las iniciales de las palabras ingle-
sas science, technology, engineering y mathematics. Segin la Unesco
(2017), STEM se puede definir en numerosas formas, dependien-
do de la perspectiva elegida y los datos utilizados para contabili-
zar estadisticamente. Para algunos autores STEM representa una
accion pedagogica que permite preparar a los estudiantes para las
carreras de ingenieria, otros lo perciben como la preparacion para
una profesion, mientras que para algunos otros se trata de una
corriente educativa que busca mejorar los conocimientos de la
poblacién sobre las componentes de STEM (Ceci y Williams,
2009). En su origen, STEM se fundamenté en razones economi-
cas y sociales (Williams, 2011), surgiendo posteriormente su
orientacion educativa cuando la comunidad cientifica toma con-
ciencia de la necesidad de tener ciudadanos formados en campos
STEM. En las dltimas décadas la fuerza laboral conectada con la
ciencia, la tecnologia, la ingenieria y las matematicas se ha ido
haciendo cada vez mds esencial (Siregar et al., 2019). Se prevé
que las ocupaciones donde predominan la ciencia y la ingenieria
crecerdn por encima de la tasa promedio de todas las ocupacio-
nes, con mayor incremento de aquellas en las que intervenga la
informatica (Hill et al., 2010). La situacion de crisis financiera
mundial (afios 2007-2009) hizo pensar que la integracion de las
actividades STEM en la educacién animaria a mds estudiantes a
interesarse por estas dreas y posteriormente emplearse en campos
de ciencia e ingenierfa (Williams, 2011), pero la investigacion ha
puesto de manifiesto que el aumento de la necesidad de personas
que trabajen en campos STEM no conlleva un aumento del nu-
mero de personas interesadas en estos campos, sino que, por el
contrario, dicho nimero disminuye (Dénmez e idin, 2020).

2. Educacion STEM

El término educacion STEM se refiere a la ensenanza y el aprendi-
zaje en las dreas de ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas.
Por lo general, incluye actividades educativas en todos los nive-
les, desde preescolar hasta posdoctorado, tanto en el ambito for-
mal (p. ¢j.: aulas) como informal (p. ej.: programas extracurricu-

118 | Investigacion en Educacion Matematica



lares) (Gonzalez y Kuenzi, 2012). La educacién STEM se puede
acometer en un plan de estudios completo, nuevo, o puede ha-
cerse mediante una integracion de actividades STEM en el plan
de estudios existente (Bergsten y Frejd, 2019). A nivel internacio-
nal existe un movimiento en pro de la educacion STEM, conside-
rada la educacion del siglo xx1, basada en el fomento de las habi-
lidades necesarias en el futuro (Kurup et al., 2019). En los lti-
mos anos ha aumentado la importancia y popularidad de la
educacion STEM segtin el niimero de publicaciones surgidas so-
bre este topico. Una demanda creciente se observa a favor de que
los ciudadanos del futuro estén alfabetizados en materias STEM
y tengan conocimiento de las interrelaciones socio-cientifico-
técnicas y su aplicacion para abordar problemas de la vida real.
Se trata de que todas las personas, vayan o no a trabajar en estos
campos, reciban este tipo de educacién, de manera que estén
preparados para enfrentarse y prosperar ante los desafios que en-
contraran en su vida (Nguyen et al., 2020).

La innovacion educativa asociada a STEM contempla un en-
foque multidisciplinar donde se atinan ciencia, tecnologia, inge-
nieria y matemadticas en una sola disciplina, educacién STEM in-
tegrada. Se trata de articular estas cuatro materias como una sola,
en lugar de ser una organizacién de las cuatro en el plan de estu-
dios (Dénmez e 1din, 2020). Este enfoque educativo se sustenta
en principios, como: a) un rol investigador del alumnado que le
exigird planificar el trabajo, realizar biisquedas y decantarse por
el material adecuado para resolver problemas reales; b) realizar
trabajo en equipo lo cual llevara a establecer multiples interac-
ciones entre estudiantes; y ¢) una relacion fluida profesor-alumno
que propiciara que cualquier error sea subsanado con rapidez
(Nguyen et al., 2020). Esta practica permite a los estudiantes ex-
plorar las diferentes disciplinas en un contexto mas personaliza-
do, lo que posiblemente les permitira desarrollar habilidades de
pensamiento critico aplicables a todas las facetas de su vida aca-
démica y laboral. Siregar et al. (2019) indican que las actividades
STEM fomentan las habilidades de pensamiento de los estudian-
tes, lo cual los llevara a desarrollar sus capacidades para analizar,
evaluar, sacar conclusiones y argumentos de forma correcta y 16-
gica sobre la resolucion de problemas. Asimismo, contribuyen a
mejorar la toma de decisiones y la creatividad, la autoestima, la
autoeficacia, desarrollar la cooperaciéon e interaccién con los

6. El reto de alentar a las nifias a introducirse en campos STEM [ 119



companeros, adquirir un aprendizaje significativo y mejorar su
actitud hacia las matematicas y la ciencia, acrecentar la capaci-
dad de liderazgo, el espiritu empresarial, la curiosidad e imagi-
nacién, la comunicacién, el acceso y uso de la informacion (Sa-
rag, 2018).

Una revision de la literatura de investigacion ha mostrado
que la introduccién de STEM en las escuelas tiene un impacto
positivo, incrementando el interés de los estudiantes en las ma-
terias que forman STEM, su participacion durante la instruccion
en el aula, asi como la comprensién de conceptos y el rendi-
miento del alumnado tanto de Primaria como de Secundaria (Si-
regar et al., 2019). Se sugiere que se realice un acercamiento a la
alfabetizacion STEM asumida no como un proceso estatico, sino
dindmico, cambiante con el tiempo, que capacite a las personas
para el aprendizaje a lo largo de la vida (Brown, 2012; Jackson y
Mohr-Schroeder, 2018).

La literatura evidencia con frecuencia varios elementos de
preocupacién con relacion a la educacién STEM. Recogemos al-
gunos de ellos:

a) Falta de claridad sobre el significado de la propia expresion. A
veces se ha referido a los cuatro componentes como estudios
distintos, otras veces se apunta mds a un enfoque interdisci-
plinario (English, 2017), en otras ocasiones es tratado como
un plan de estudios novedoso que contempla desde la escue-
la primaria hasta el nivel universitario (Siregar et al., 2019).

b) Escasa motivacién de los estudiantes de paises desarrollados
por involucrase en aprendizajes de las materias que compo-
nen STEM. Numerosos estudios de investigacion educativa
han indicado que el interés y la motivacion de los estudiantes
hacia el aprendizaje STEM ha disminuido, especialmente en
los paises occidentales y en las naciones asidticas mas prospe-
ras (Thomas y Watters, 2015).

¢) El trabajo en el aula revela escasa integracién entre las mate-
rias que componen STEM. En ocasiones los programas no in-
tegran completamente las dreas tematicas de STEM y como
resultado no proporcionan un aprendizaje cientifico y mate-
matico significativo (An, 2020).

d) Desequilibrio en el tratamiento dado a las distintas materias
que intervienen en STEM. Los planes de estudio tienden a que

120 | Investigacion en Educacion Matematica



las materias de tecnologia e ingenieria no sean consideradas
tan esenciales como lo son las ciencias y las matematicas
(Wright et al., 2018).

e) Baja confianza del profesorado sobre su preparacion para de-
sarrollar un curriculo STEM. Muchos maestros de Primaria se
sienten poco informados sobre el contenido STEM y menos
cémodos en su ensefianza que en otras materias (Adams et al.,
2014).

f) Exigua presencia de la mujer en campos STEM. Las mujeres
son uno de los grupos con menor representaciéon en STEM,
aunque constituyen el 50 % de la sociedad (Garcia-Holgado
etal, 2019).

3. Escasa presencia de mujeres en STEM

Segin la Unesco (2017), las mujeres representaban una minoria
de los investigadores del mundo, y menos del 30 % de la fuerza
laboral de I+D. El Ministerio de Educaciéon y Formacion Profe-
sional, en el documento de 2021, Alianza STEM por el talento
femenino, recoge los siguientes datos proporcionados, a su vez,
por la Unesco:

Solo el 35% del alumnado matriculado en las carreras vinculadas a
disciplinas STEM en la educacién superior en todo el mundo son
mujeres, y solo el 3% de las estudiantes de educacién superior opta
por las tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC). (p. 1)

Esta escasa participacion de mujeres en ciencia, tecnologia,
ingenierfa y matemadticas constituye una preocupacioén constante
para sociologos y responsables politicos, debido a que:

[...] la infrarrepresentacién de mujeres en STEM se traduce en la pér-
dida de una masa critica de talento, pensamientos e ideas, lo que
obstaculiza a los paises alcanzar su maximo desarrollo potencial.
(Stoet y Geary, 2018, p. 17)

A pesar de que las mujeres han logrado importantes avances

en cuanto a su educacion y su lugar de trabajo durante los ulti-
mos tiempos, incluso en campos historicamente masculinos
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como los negocios, el derecho y la medicina, los logros educati-
vos de las mujeres en las areas cientificas han sido débiles y su
progreso en el lugar de trabajo muy lento (Hill et al., 2010). En
el caso de Espana, en las tiltimas décadas se ha producido un
aumento de las mujeres que cursan estudios universitarios, pero
este hecho no se ha reflejado en un aumento de su presencia en
campos STEM, segtin senala el Ministerio de Educacion y Forma-
cién Profesional (2021). Esta desventaja de las mujeres tiene sus
origenes en realidades que estimulan dicha situacién. Factores
asociados a los procesos de socializacion y aprendizaje como
normas sociales, culturales y de género, que influyen en la ma-
nera en que las nifas y los nifnos se educan e interactian con sus
padres, la familia, los amigos, los docentes y la comunidad en
general (Unesco, 2017). Entre las razones dadas sobre esa preca-
ria representacion de las mujeres en materias STEM, estan los es-
tereotipos de género sobre las carreras STEM, los prejuicios de
las mujeres sobre su éxito en estas profesiones y la falta de cono-
cimiento sobre las posibilidades ocupacionales de dichas ca-
rreas, una insuficiente experiencia educativa temprana y la falta
de referentes (Cheryan et al., 2017).

Los estereotipos de género tienden a dar mayor importancia y
valor a las profesiones «propias de hombres» y evaluar la compe-
tencia de los hombres en mayor medida que el de las mujeres
(Corbett y Hill, 2015). Un drea especifica en la que los hombres
son considerados mas competentes que las mujeres son las ma-
temadticas. Este estereotipo produce un peor rendimiento mate-
madtico en mujeres, o que las ninas evaltien sus habilidades ma-
tematicas mas bajo que los nifios con logros matematicos simi-
lares (Hill et al., 2010). Este fenémeno cae dentro de lo que se
conoce como amenaza del estereotipo.

4. Brecha de género en STEM

La brecha de género, segliin la Real Academia Espanola, es la dife-
rencia entre la forma en que los hombres y las mujeres se com-
portan o son tratados en una sociedad, especialmente en térmi-
nos de oportunidades, sueldo y estatus. La brecha de género en
STEM es una de las muchas existentes en diversos ambitos, y ac-
tualmente dicha brecha es enorme. Existe una mas que notable
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desigualdad en la participacién de mujeres y hombres en campos
STEM. Un ejemplo que ilustra este hecho en Espana lo propor-
cionan los datos que publica el Ministerio de Educacién y Forma-
cién Profesional. Se refieren a los estudios de Madster segin sexo y
ambito de estudio, en el curso 2019-2020. En el curso sefialado,
el porcentaje de estudiantes mujeres supera al de hombres
(55,6 % mujeres, frente 44,4 % hombres). Son mayoria las muje-
res en: Salud y Servicios sociales (75 %); Educacién (67 %), Cien-
cias sociales, periodismo y documentacion (67 %); Arte y huma-
nidades (59 %); Negocios, administracion y derecho (54 %). Las
mujeres son minoria en: Informatica (23 %); Ingenieria, indus-
tria y construccion (31 %); Agricultura, ganaderia, pesca, selvicul-
tura y veterinaria (43 %)." Situacién similar ocurre en otros pai-
ses. Por ejemplo, Cheryan et al. (2017) indican que en EE. UU. el
analisis del porcentaje de mujeres egresadas en licenciaturas en
STEM desvela dos hallazgos relevantes: a) en ciencias biologicas,
quimica y matematicas y estadistica hay un cierto equilibrio de
género, mientras que las ciencias de la computacion, la ingenie-
ria y la fisica estan altamente dominadas por los hombres; b) la
tendencia a lo largo del tiempo manifiesta aumentos en la pro-
porcion de mujeres en ciencias bioldgicas y quimicas durante las
dltimas tres décadas, pero poco logro en fisica, ingenieria, mate-
madticas y estadistica durante este mismo periodo.

A pesar de los esfuerzos realizados durante los dltimos dece-
nios con miras a reducir la brecha entre géneros en lo relativo a
la participacion en disciplinas STEM, ain persisten grandes des-
igualdades (Monsalve et al., 2020). Las mujeres siguen estando
infrarrepresentadas en las dreas STEM, tanto en la fuerza laboral
como en la académica.

La investigacion sobre la discriminacién por motivos de géne-
ro en los campos STEM ha utilizado diferentes marcos teoricos,
entre los que estan la teoria del sesgo de género implicito y la
teoria del rol social. La teoria del sesgo de género implicito, o
inconsciente, sostiene que este sesgo estd muy extendido y es co-
mun, incluso entre individuos que rechazan activamente estos
estereotipos (Hill et al., 2010). Dicho sesgo parte del supuesto
de una menor capacidad de las mujeres y mayor en los hombres

1. Fuente: Ministerio de Educacién y Formacién Profesional (2021). Igualdad en
cifras. Los porcentajes se han redondeado a valores enteros.
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en matematicas y ciencias y se ha mostrado que este sesgo influ-
ye negativamente en las mujeres en los siguientes casos: a) en la
intencién y motivacién para cursar una carrera en campos STEM,
b) en el empleo en campos STEM, y ¢) evaluaciones de desempe-
no y avance profesional en campos STEM (Yang y Carroll, 2018).
La teoria del rol social precisa un conjunto de expectativas, nor-
mas y comportamientos para mujeres y hombres. Se espera que
las mujeres sean carinosas, solidarias, orientadas a las personas y
comunitarias. Por lo tanto, deberian sentirse atraidas por disci-
plinas coherentes con estos roles, como la docencia y la enferme-
ria. Por el contrario, los campos STEM se asocian con normas
como ser competitivo, decisivo, ambicioso y arriesgado, todas
ellas «propias» de hombres. Si bien algunos analistas afirman
que la cultura institucional, la discriminacion y los prejuicios li-
mitan la participacién de las mujeres en la ciencia, otros obser-
vadores no encuentran evidencia de discriminacién contra la
mujer en los campos STEM. Atribuyen las disparidades princi-
palmente a la situacion familiar y crianza de los hijos, expectati-
vas de género, elecciones de estilo de vida, preferencias profesio-
nales, y eleccion personal, entre otros factores (Gonzélez y Kuen-
zi, 2012).

5. Formacion en STEM

En la actualidad se aboga por un cambio de modelo educativo.
Se advierte de que la educacién actual no prepara a los estudian-
tes «para las demandas del mundo y el lugar de trabajo del si-
glo xx1» (Gravemeijer et al., 2017, p. 120) y que muchos paises,
incluidos aquellos con economias avanzadas, no estan educan-
do adecuadamente para desarrollar una fuerza laboral STEM s6-
lida para el futuro (Murray, 2019). Las ninas, las mujeres y las
personas menos pudientes a menudo tienen escaso y mas defi-
ciente acceso a la educacion y las carreras STEM. Este hecho es
grave, dado que los estudiantes que no adquieran habilidades
STEM no tendran en el futuro las mismas oportunidades de in-
gresar en profesiones que requieran alfabetizacion matematica,
cientifica y tecnologica que aquellos que si las adquieran. Estas
habilidades deberian desarrollarse desde el inicio de la escolari-
zacion. Partiendo de que las primeras experiencias de los ninos
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tienen gran influencia en su vida, es acertado aprovechar las
oportunidades que tienen en sus primeros anos para que se sien-
tan incluidos y empoderados en el aprendizaje STEM.

Aunque el énfasis en la ensefianza de la ciencia se coloca prin-
cipalmente a partir del nivel de Educacién Secundaria, los gra-
dos de Primaria son un momento valioso para desarrollar atrac-
cion de los estudiantes hacia STEM que no se deberia desaprove-
char. La investigacién ha mostrado que el interés de los
estudiantes por las ciencias disminuye significativamente a me-
dida que avanzan en los grados de Primaria (Kurup et al., 2019),
una exposicion temprana mediante experiencias apropiadas
puede influir y fomentar el interés de los estudiantes en STEM.
Implementar conceptos STEM en el plan de estudios de la escue-
la primaria implica ensefar a los estudiantes a través del apren-
dizaje basado en resolver problemas. No se les debe privar de
este tipo de actividades, ya que dichos estudiantes poseen cono-
cimientos y habilidades para participar en contenido STEM
apropiado y puede que, a su vez, experimenten vocacion hacia
estas materias.

A nivel mundial existe la tendencia a disponer de escuelas
centradas en STEM y profesorado competente para dichas escue-
las. Estos intentos han puesto de manifiesto grandes desafios.
Uno de los desafios gravita en la formacion de los docentes, po-
tenciales y en servicio. Los profesores precisan desarrollar el co-
nocimiento necesario para poder realizar su labor en STEM con-
venientemente (An, 2020). Todos los docentes necesitan contar
con las oportunidades adecuadas de desarrollo profesional y de-
ben ser preparados para guiar a sus estudiantes hacia la adquisi-
cién de conocimientos STEM (Kennedy y Odell, 2014). Los pro-
fesores en formacion deben prepararse minuciosamente para in-
corporar iniciativas STEM en el plan de estudios existente,
dondequiera que ensefien (Kurup et al., 2019), ya que las bases
para un cambio educativo se asientan en la preparacion de los
futuros maestros. También los profesores en ejercicio requieren
de la formacién especifica en campos STEM que la gran mayoria
de ellos no poseen. Muchos tienen acceso limitado a los mate-
riales de instruccion, las herramientas y la tecnologia que necesi-
tan. A veces, los estudiantes estan tecnolégicamente mas avanza-
dos que los profesores, lo que les pone en gran desventaja en el
aula. El profesorado debe dominar las dreas STEM para generar
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confianza en sus estudiantes. Cuando los profesores se sienten
eficaces en una disciplina tienen mas probabilidades de involu-
crar a los estudiantes en esa disciplina.

Otro gran desafio para la educacion STEM es la falta de mode-
los sobre como ensenar utilizando este enfoque (Siew et al.,
2015). Los docentes necesitan conocer cémo pueden integrarse
las diferentes disciplinas en una sola de manera efectiva mien-
tras que al mismo tiempo se asegura la integridad de cada una de
ellas (English, 2017). Las investigaciones han mostrado las difi-
cultades que encuentran los docentes para establecer vinculos
adecuados entre los dominios STEM y se advierte de la existencia
de programas que son simplemente un barniz STEM, es decir,
donde no se integran las disciplinas y, por lo tanto, pueden care-
cer de un aprendizaje importante. El proceso de integracion de
ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas en contextos reales
no es sencillo de llevar a cabo, puede ser tan complejo como los
desafios globales que exigen una nueva generacion de expertos
en STEM (Kelley y Knowles, 2016). Un enfoque mds moderado
que la integracion puede ser equivalente a la interaccién entre
dichas materias (Williams, 2011). La interaccién permite desa-
rrollar y fomentar vinculos transversales en un contexto en el
que se respeta la integridad de cada una de las materias. La inte-
raccion proporciona vinculos entre las materias cuando la justifi-
cacion para ello estd clara a juicio de los profesores y es pertinen-
te para mejorar los resultados de aprendizaje de los estudiantes.
La interaccion respeta la integridad de las materias implicadas
evitando situaciones como las sefialadas por English (2017),
quien indica que la educacion STEM tiende a colocar las mate-
madticas en un segundo plano, relegandolas al soporte de contex-
tos STEM, en lugar de ser importantes por derecho propio.

6. Experiencia de implementacion
de actividades STEM

Con el objetivo de instituir una experiencia de ensefianza/apren-
dizaje de STEM, entendida como un area multidisciplinar, y te-
niendo en cuenta la carencia de mujeres que se decantan por
una formacion relacionada con ella, durante el ano 2019 se im-
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plementa en diferentes universidades espanolas un programa
llamado «Quiero ser Ingeniera». El programa consta de tres fases.
La primera fase se desdobla con dos objetivos; por una parte, se
pretende llevar a los centros educativos informacion acerca de la
importancia de la educacion STEM en todas las etapas educativas
y, por otra, se pretende llamar la atencién y prender el interés de
los propios escolares en edades comprendidas entre los 12 y los
15 anos sobre las dareas implicadas en STEM. Para cumplir con el
primer objetivo, se programan una serie de entrevistas y charlas
informativas en los centros educativos, dirigidas principalmente
a los docentes, responsables de equipos de orientaciéon y en ge-
neral a los miembros que conforman el ecosistema educativo y
de referencia de los escolares. En estas charlas se ofrece informa-
cién acerca de la formacion en disciplinas STEM y sobre el papel
relevante que va a jugar para el futuro de los escolares, debatien-
do propuestas para fomentar el interés, especialmente el de las
chicas, hacia este tipo de disciplinas. Para el segundo objetivo de
esta primera fase, se realiza una actividad de promocién y publi-
cidad de las areas STEM entre los escolares. El formato de esta
actividad es el de una feria, con diferentes talleres y charlas a lo
largo de una manana donde se procura un acercamiento a las
disciplinas STEM desde la experimentacion y la observacion de
fenomenos llamativos y curiosos.

La segunda fase del proyecto tiene por objetivo procurar una
experiencia algo mas tranquila y reflexiva a las escolares que tie-
nen interés por conocer de forma mas profunda algunas ideas
propuestas en la feria. Se elige como poblacién objeto de esta
actividad a las chicas interesadas, dandoles la posibilidad de rea-
lizar practicas de ingenieria dentro de las propias dependencias
de los centros de investigacion y departamentos asociados a la
Universidad. Asi, diferentes grupos reducidos de chicas, j6venes
estudiantes de Educacién Secundaria, tienen la oportunidad de
participar, a lo largo de una jornada, en algtin proyecto relacio-
nado con las areas STEM.

La tercera fase tiene por objetivo brindar una experiencia
completa de aprendizaje STEM, entendido en el sentido que le
dan Dénmez e Idin (2020). Es una actividad dirigida solamente
a chicas preuniversitarias y consiste en la participacién en un
campamento de verano de una o dos semanas de duracién, en-
focado a la elaboracion por grupos de un proyecto de ingenieria

6. El reto de alentar a las nifias a introducirse en campos STEM | 127



completo. Los proyectos se abordan en pequenos grupos y son
guiados por un equipo de profesionales, pero en todo momento
la busqueda de soluciones y la implementacion de mejoras esta
a cargo de los grupos de chicas participantes.

Las tres fases del proyecto se implementan en 6 universidades
publicas espanolas, al amparo de financiacion especifica del Ins-
tituto de la Mujer y para la Igualdad de Oportunidades. Una de
las universidades participantes es la Universidad de Granada. En
ella, la implementacién de este programa se lleva a cabo durante
los meses de enero a septiembre de 2019. Tras su desarrollo y
posterior evaluacion, la responsable del proyecto pone de mani-
fiesto los puntos fuertes y débiles encontrados.

Como debilidades, se destaca la existencia de una gran ani-
madversién por parte de los equipos docentes a su participacion
en debates y charlas de sensibilizacion. Se produce en la primera
fase una gran tasa de rechazo a la participacion. De 60 contactos
efectivos con centros educativos, solamente se consigue trabajar
en esta fase con 19 de ellos. Entre los motivos mds comunes para
el rechazo de la actividad, aparece un gran porcentaje que aduce
falta de tiempo para realizar esta actividad (45 %), asi como cen-
tros que indican que ya estan trabajando en estos objetivos de
forma auténoma y no consideran necesaria esta actividad
(32%). Otras razones dadas son: existencia de un calendario de
actividades completamente cerrado, en el que no es posible ad-
mitir actividades no programadas desde principio de curso
(17%); oposicion del equipo directivo a la realizacién de «activi-
dades feministas», por considerarlas sesgadas y «en contra de los
hombres» (5%).

Otra debilidad detectada en la puesta en marcha del proyecto
es la falta de compresién por parte de familiares y docentes para
la implementacion de actividades en las que la participacion esta
reservada a ninas (fases segunda y tercera). En la puesta en mar-
cha de las actividades dirigidas solamente a chicas, la exclusion
de los chicos provoca reacciones en la comunidad educativa y el
entorno de los jovenes. En este sentido, se recogen diferentes
quejas y sugerencias alineadas con un sentimiento de extraneza,
exclusion y discriminacion, quejas que llegan no de parte de los
propios chicos, sino de los adultos de su entorno.

En cuanto a las fortalezas, cabe destacar que durante las acti-
vidades que estdan dirigidas solamente a chicas, estas manifiestan
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sentirse comodas y encuentran ventajas en el hecho de que la
actividad sea exclusivamente para ellas. Una de las ventajas que
refieren es el hecho de que cuando en los grupos de trabajo ha-
bituales de sus centros escolares hay chicos y chicas, ellas que-
dan relegadas a un papel secundario asumiendo ellos los roles
protagonistas dejando poco espacio a las chicas. En segundo lu-
gar, encuentran que en los grupos de chicas se perciben refleja-
das unas en otras y se sienten mas confiadas y seguras de su tra-
bajo y sus decisiones, encontrando colaboradoras semejantes a
ellas en cuanto a gustos e intereses, companeras que son «difici-
les de encontrar» en otro tipo de entornos. El organizar las activi-
dades solamente para chicas es algo que ellas agradecen, valoran
y encuentran positivo.

Por otra parte, como segunda fortaleza encontrada en el pro-
grama, esta el hecho de que el personal docente e investigador
que participa en los talleres y actividades del programa valoran
de forma muy positiva el acercamiento mediante actividades
lddico-cientificas a posibles futuros estudiantes. La interaccion
entre estudiantes de Secundaria y Bachillerato y personal univer-
sitario es considerada altamente relevante por ambos colectivos
que la consideran muy enriquecedora.

Tras la implementacién del programa completo, se llega a las
siguientes conclusiones principales acerca de la puesta en mar-
cha de este tipo de actividades:

e Abordar una alfabetizacion STEM que capacite a la poblacion
para la resolucion integra de problemas es un reto para los
planes de estudio actuales, en los que las disciplinas siguen
estando diferenciadas en tiempos y espacios propios para
cada una. Incluir en esta alfabetizacién medidas positivas
para incrementar el interés en las chicas puede ser en ocasio-
nes imposible de alcanzar por el rechazo habitual de la co-
munidad educativa.

¢ Implementar proyectos fuera del curriculo para integrar activi-
dades que aborden pequenios proyectos STEM puede ayudar a
fomentar la curiosidad y el interés por este tipo de disciplinas.

e Las actividades dirigidas solamente a chicas para fomentar
entre ellas la curiosidad y el interés por las areas STEM, si bien
son poco comprendidas por cierto sector de la sociedad, apor-
tan efectos beneficiosos en cuanto a la autoconfianza y la au-
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topercepcion de las chicas que participan, incrementando en
ellas el deseo de formarse y trabajar en campos relacionados
con este tipo de disciplinas.

7. Reflexiones finales

En este texto hemos recogido aspectos de la educacién STEM, la
relevancia de potenciarla y las dificultades para implementarla.
Nos hemos detenido en referir la escasa presencia de ninas y mu-
jeres de este campo y la brecha de género existente en el mismo.
Hemos recogido algunas de las voces que reclaman atraer y rete-
ner a mas mujeres en la fuerza laboral STEM, requisito necesario
para maximizar la innovacion, creatividad y competitividad y
hemos presentado las lineas generales de lo que fue un proyecto
nacional cuyo objetivo general era fomentar vocaciones cientifi-
cas en chicas estudiantes de Secundaria. El recorrido que hemos
realizado nos permite indicar que el ascenso de la mujer en estu-
dios STEM precisa de actuaciones como reeducar a la poblacion
en general, incluidos padres, familiares, amigos, docentes de las
ninas, para ello seria necesario eliminar los prejuicios y estereoti-
pos de género de la sociedad (importante los medios de comuni-
cacion y las redes sociales). La reeducacion de padres y docentes
es fundamental, ya que las expectativas de este colectivo sobre
los logros académicos de los escolares a menudo tienen un sesgo
de género que puede influir en las actitudes de estos escolares
hacia sus preferencias.

Respecto a la ensenanza, se aconseja aplicar estrategias didac-
ticas motivadoras en las materias STEM que las hagan atractivas
para los estudiantes y desterrar los prejuicios de género dentro
de este campo para crear una comunidad cientifica préspera, di-
versa y equitativa. Reclutar mas ninas y mujeres para la informa-
tica, la ingenieria, las matematicas y la fisica puede ser un primer
paso para aumentar el nimero de mujeres en este campo, nifias
de alto rendimiento cuya fortaleza académica es la ciencia. Ase-
gurar, ademads, una retenciéon adecuada, pues no serviria de mu-
cho alentar a mds nifas y mujeres a cursar estas materias para
reducir las barreras de entrada si posteriormente se les desalienta
para quedarse.

Concluimos con las palabras de Ceci y Williams (2011):
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En la medida en que las decisiones de las mujeres sean tomadas li-
bremente y las mujeres estemos satisfechas con los resultados, en-
tonces no tenemos ninguin problema. Sin embargo, en la medida en
que estas opciones estén limitadas por la biologia y/o la sociedad, y
las mujeres no estemos satisfechas con los resultados, o el talento
de las mujeres no se actualice, entonces tenemos un gran problema.

(p-5)
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La resolucion de problemas en los
curriculos oficiales espafoles de
Educacion Secundaria y Bachillerato

Problem Solving in the official Spanish secondary
education and high school curriculum
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Resumen

Este capitulo recoge una vision de como ha sido considerada la resolucion de
problemas en los planes de estudios tal como fue expresado en los curriculos
oficiales espafioles en la etapa que va desde 1950 hasta 2020. Nos detenemos
en aquellos planes de estudios que prestaron mas atencion a algun aspecto
relativo a la resolucion de problemas. Partiendo del plan de 1957, en el que se
incluye por primera vez la resolucion de problemas como contenido, continua-
mos por la etapa oscura que, para la resolucion de problemas, supuso la mate-
matica moderna. Acabamos con la preponderancia que toma la resolucion de
problemas en el enfoque basado en competencias de los dos ultimos planes
de estudios.

Palabras clave: resolucion de problemas, matematicas, ESO, Bachillerato, cu-
rriculo

Abstract

This chapter gathers a vision of how problem solving has been considered in
the study plans as they were expressed in the official Spanish curricula in the
stage that goes from 1950 to 2020. We stop at those study plans that paid
more attention to some aspect related to problem solving. Starting from the
1957 plan in which problem solving is included as content for the first time,
we continue through the dark stage that modern mathematics meant for
problem solving. We put an end to the preponderance of problem solving in
the competency-based approach of the last two curricula.
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tion, curriculum

1. Introduccion

Los curriculos oficiales y las propuestas curriculares suelen in-
cluir recomendaciones y propuestas cuya finalidad, a veces, no
es facil de entender con claridad por los que tienen que llevarlas
a cabo en el aula, es decir, principalmente por los profesores y,
en ocasiones, por los autores de libros de texto. Este aspecto lo
expone Claude Gaulin con mucha crudeza en lo que a la resolu-
cién de problemas concierne (Gaulin, 2001), lo que ha conlleva-
do en muchas ocasiones la necesidad de que los profesores reali-
cen cursillos de formacion. En esta aportacion pretendo mostrar
cémo ha sido considerada la resolucién de problemas en los cu-
rriculos oficiales de Espana posteriores a 1950 orientados a la
ensefnanza de Secundaria y Bachillerato, y comentar alguno de
los aspectos de esas propuestas que me han llamado la atencién
relativos a la resolucion de problemas.

2. Plan de 1957: ejercicios y problemas

Pese a que la resolucion de problemas es tan antigua como la
propia matematica, su inclusion explicita en los curriculos ofi-
ciales y propuestas curriculares de organizaciones profesionales
comienza a mediados del siglo xx. En Espana, la propuesta cu-
rricular para Bachillerato opcion de ciencias del plan de 1957,
contempla en 5.° curso de Bachillerato que se trabajen los «<mé-
todos de resolucion de problemas: planteo y discusién» (figu-
ra 1). En el BOE de fecha 02/07/1957 se aprueban los cuestiona-
rios de Bachillerato para el plan 1957, segtin Decreto de 2-V-57
(OM 5-VI-57), en el que la resolucion de problemas aparece
como una cuestion a tratar en lo que se refiere a métodos de re-
solucion de problemas. Los estudiantes de 5.° curso de Bachille-
rato tenian una edad minima de 15 anos. Era el primer curso
del Bachillerato superior, en el que ya se distinguia entre Cien-
cias y Letras.
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OPCION DE CIENCIAS ca—<Célcu'o logarftmico.—Progresio-

nes. — Interés compuesto, — Anuali-
dades.
MATEMATICAS Célculo elemental de vectores. —

Area orientada.
Nimeros complejos.—Operaciones:

(Seis unidades didicticas semanales) relacién con vectores planoe.

Iniciacién al método racional. ~— Funciones circulares—Teoremas de
Axiomas.—Teoremas: hip6tesis; tesis; adicién de éngulos y de funciones.
directos; recfprocos; contrarios.—Con- Resolucién de tridngulos cuales
dicién necesaria y suficiente. quiera.

2 . Funciones y gréaficas.—Nocién ele-
Métodos de resolucién de proble ihentel 38 Tangete 3 UER CONVE: 10

mas: planteo y discusién. v —In retaclones
Métodos especiales de la Geometrfa f}gﬂas?:}z%;?e:gﬂhcmnt;r ﬂc;afi: I;as

métrica—Lugares geométricos. proporcionalidades directa e inversa.
Desarrollo racional de algin capf- Trinomio de segundo grado.

tulo de la Aritmética. Curvas de frecuencia, — Histogro-
Desarrollo racional de algin capf- mas.—Promedios.—Dispersién.

tulo de la Geometria, Nociones de combinatoria.—Poten-

Funciones exponencial y logarftmi- ¢ja del binomio.

Probabilidad y frecuencia.
184 Curva normal.

Figura 1. Cuestionario de matematicas para quinto curso de Bachillerato. Plan
1957.

En esta época el profesor seguia con bastante asiduidad el li-
bro de texto oficial, por lo que la interpretacion de esta propues-
ta en el aula la realizaron los autores de los libros de texto. Dos
de los matematicos espanoles mdas conocidos en ese momento
Rey Pastor y Puig Adam publicaron textos de matemdticas de
acuerdo a estos cuestionarios del plan de 1957, entre ellos un li-
bro de texto de matemadticas para quinto curso de Bachillerato
(Rey Pastor y Puig Adam, 1958). El depdsito legal se realiz6 en
1958, es decir, fueron de los primeros en desarrollar estos cues-
tionarios para la practica del aula. Rey Pastor y Puig Adam reali-
zan una interpretacion de estos cuestionarios agrupandolos por
capitulos y desglosando cada capitulo en lecciones. Concreta-
mente, el segundo capitulo lo titulan «Los problemas matemati-
cos». Este capitulo constaba de dos lecciones, tituladas «El méto-
do reductivo», la primera, y «Métodos especiales de Geometria»
la segunda, que trata la cuestién que aparece en el documento
oficial con el titulo de Métodos especiales de la Geometria métrica y
Lugares geométricos (figura 1).

El capitulo sobre el método reductivo comienza con una con-
sideracion sobre los problemas matematicos:

7. La resolucion de problemas en los curriculos oficiales espafioles de Educacion Secundaria... | 137



Los problemas matematicos suelen consistir en hallar ciertos entes
matemadticos (nimeros en Aritmética; puntos, rectas, curvas en
Geometria; funciones en Andlisis matematico...) dadas condiciones
suficientes para determinarlos. (p. 17)

Afirma a continuacién que tal determinacion suele efectuarse
por un proceso reductivo. Rey Pastor y Puig Adam consideran un
tinico método general para resolver los problemas matematicos,
el método reductivo, que aplican en aritmética, algebra y geome-
tria. Para ellos, el proceso reductivo consiste en:

[...] en sustituir las condiciones dadas por otras mas sencillas que se
desprenden de ellas, y estas a su vez por otras, si es preciso... y asi
sucesivamente hasta llegar a condiciones tan sencillas que definan
por si solas el elemento buscado.

Hay que reconocer que en un principio la expresion método
reductivo produce cierta desazon, y mds atin cuando es dificil ras-
trear en la literatura el origen de la expresion método reductivo. El
término reductivo esta en desuso y significa «que reduce o puede
reducir» (RAE), y uno de cuyos sinénimos es reduccionista. El mé-
todo reductivo se refiere a disminuir la complejidad de la resolu-
cién de un problema dado, descomponiéndola en una concate-
nacién de resolucion de problemas mas simples. Uno de los
ejemplos mas utilizados de este método, en aritmética, es el de
resolver los problemas de regla de tres por el método de reduc-
cion a la unidad. Este método se proponia en textos de Aritmética
como alternativa mas racional y analitica a los procesos sintéti-
cos estandarizados como el de la regla de tres. Asi lo expone
Ezequiel Solana en su libro de Aritmética:

Reduccion a la unidad. Conviene mucho acostumbrarse a resolver
por el procedimiento de reduccion a la unidad, tan racional y ana-
litico, los problemas de regla de tres. Todo se reduce a buscar el
valor de una unidad de la cantidad principal, y determinar por €I,
multiplicando o dividiendo, el resultado que se busca. (Solana,
1925, p. 74)

El texto de matematicas de Segura (1963) aclara algunas de
las lagunas del texto de Rey Pastor y Puig Adam. Concretamente,
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Segura (1963) cinéndose al texto del titulo propuesto por el Mi-
nisterio, aborda qué se entiende por métodos de resolucion de
problemas:

No es posible indicar un procedimiento general que permita resol-
ver todos los problemas de matematicas; solamente se pueden dar
algunas normas orientadoras que sirvan de ayuda. Estas normas se
denominan métodos de resolucion. (p. 45)

Asi pues, desecha el supuesto de que hay un tnico método
general y, ademas, sefiala que entre los mas importantes se en-
cuentran el método sintético 'y el método reductivo.

El método sintético, que consiste en efectuar determinadas operacio-
nes con los datos del problema, aplicando reglas conocidas, ttiles
para el tipo de problemas de que se trate. Por ejemplo: las reglas de
tres, de interés, etc.

El método reductivo, que consiste en pasar a otro problema cuyas
soluciones traigan como consecuencia las soluciones del propuesto.
Si el nuevo problema no se sabe resolver, se reducira a otro, y asi
sucesivamente, hasta llegar a uno conocido. (p. 45)

Con respecto al método reductivo, Armoni et al. (2005) sena-
lan que:

La reduccién es un método importante para resolver problemas en
matemadticas y otras disciplinas cientificas. Esencialmente, resolver
un problema por reduccién significa transformarlo en problemas
mas simples (o problemas cuya solucién ya se conoce) y construir o
deducir la solucion del problema original a partir de la solucién del
nuevo problema. (p. 114)

Por ejemplo, el método de Gauss para resolver ecuaciones li-
neales. Este es en realidad un método reductivo, en el que la ma-
triz definida por el conjunto dado de ecuaciones lineales se
transforma en una matriz triangular, para la cual la solucién es
relativamente simple. Sin embargo, cuando se ensena este méto-
do, generalmente no se enfatiza su naturaleza reductiva. Consi-
dere otro ejemplo, en el que se pide a un estudiante que calcule
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la suma de todos los nameros entre 1y 101 que no son divisi-
bles por 3. Una solucién directa a este problema es muy tediosa
e implica una gran cantidad de calculos. El problema también se
puede resolver de forma reductiva: la suma requerida es la dife-
rencia entre la suma de todos los nameros entre 1y 101, y la
suma de todos los niimeros entre 3 y 99 que son divisibles por 3.
Ambas sumas se pueden calcular como series aritméticas. Por
tanto, el problema original se puede reducir a dos problemas se-
parados de cdlculo de una serie aritmética. Los estudiantes que
no estan acostumbrados al pensamiento reductivo pueden tener
dificultades para llegar a esta solucién, que tiene una compleji-
dad técnica relativamente baja.

3. Plan de 1970: la matematica moderna

En la etapa de la matematica moderna se puso en practica en la
ensefnanza el reduccionismo de la matematica a la 16gica, que
habia sido desarrollado de forma teérica durante la segunda mi-
tad del siglo XiX y principios del xx. La teoria de conjuntos y las
estructuras algebraicas desarrolladas a partir de ella sirvieron de
base a lo que se denominé matemdtica moderna y encontraron un
fuerte desarrollo en la obra del grupo francés Bourbaki. A partir
de 1935 este grupo se propuso fundamentar toda la matematica
a partir de la teoria de conjuntos y las estructuras algebraicas. En
el dmbito psicologico y educativo encontré un fuerte aliado en el
psicélogo Jean Piaget. Este autor junto a un equipo de investiga-
dores propuso que las estructuras mentales de los nifios se ade-
cuaban a la sucesiva complejidad de las estructuras algebraicas.
La obra didactica de Dienes y otros educadores de la época fo-
mentaron su inclusion en el ambito escolar.

La matemadtica moderna estaba destinada a la Universidad,
pero pronto se fue adoptando en todos los niveles educativos.
En Espana se inicia esta tendencia a finales de la década de 1960,
y la primera propuesta oficial de curriculo que se hace en esta li-
nea fue la publicacién de los Cuestionarios del Bachillerato ele-
mental en 1967 realizada por el entonces ministro Manuel Lora
Tamayo (MEC, 1967). Los cuestionarios para el Bachillerato su-
perior no se llegaron a publicar por el cambio que se produjo en
1970 con la Ley General de Educacion.
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En este nuevo plan de estudios se incluyeron en el primer cur-
so como los tres primeros temas: 1. Conjuntos. Inclusion. Partes
de un conjunto. 2. Unidn e interseccién de conjuntos.3. Corres-
pondencias entre conjuntos. En segundo curso: 1. Conjuntos.
Producto de conjuntos. 2. Correspondencias y relaciones. Rela-
ciones de equivalencia. Y en tercer curso: 1. Revision de las nocio-
nes de correspondencia y de relaciéon de equivalencias. Relaciones
de orden. En cuarto curso no se incluyeron ideas iniciales de teo-
ria de conjuntos.

Con respecto a los anteriores planes, se suprimen en primer
curso: los problemas de regla de tres simple por el método de
reduccion a la unidad; en segundo curso la regla de tres com-
puesta, los problemas de interés simple y descuento, repartos
proporcionales, mezclas y aleaciones y, tercer curso los proble-
mas de aplicacién a la aritmética mercantil. La idea que presidi6
estos cambios es:

Suprimir los temas del cuestionario anterior que no son esenciales y
aquellos otros que por su contenido o por el pretendido rigor con
que tradicionalmente se exponian, resultaban inasequibles, como
la experiencia docente de muchos anos ha demostrado. (MEC,
1967, p. 13429)

La distribucion de las materias en los distintos cursos de este
plan de estudios se hace procurando agrupar los temas alrededor
de ciertas estructuras algebraicas fundamentales, que no se citan
explicitamente en ninguna parte del cuestionario, y prescindien-
do de la separacion entre Aritmética y Geometria, que se dieron
en el plan anterior.

Los planes que surgieron a raiz del a Ley General de Educa-
cion del ano 1970 cambiaron la estructura del sistema educati-
VO, pero mantuvieron y acrecentaron lo que ya estaba gestado.
Lo expresa claramente el siguiente parrafo:

Una de las funciones fundamentales de las matemadticas es la de or-
denar conocimientos y crear estructuras formales que las resuman y
expresen. Las estructuras formales estan caracterizadas por unas le-
yes que permiten aplicarles, de modo preciso, unos automatismos,
entre ellos el automatismo de la 16gica que facilita su utilizacién en
problemas variados. (MEC, 1970-71, p. 25)
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Sobre la importancia de los problemas se insiste en este docu-
mento:

La ensenanza de la matematica en todos los niveles, y preferente-
mente en la EGB, debe centrarse en el proceso de matematizacion
de problemas, creacién de sistemas formales, utilizacion de las leyes
de estos sistemas para obtener unos resultados e interpretacion de
los mismos. (MEC, 1970-71, p. 25)

Pero la realidad es que, en esta etapa de la matematica mo-
derna, lo que predominaba era una matematica formal en la que
la resolucion de problemas queda relegada en este documento a
formar parte de las sugerencias de posibles actividades de Reco-
nocimiento y resolucion de situaciones problemdticas, concretamente:
a) formular problemas tomados de la vida real, y b) identificar
problemas y establecer gradualmente los pasos para su solucion.
No obstante, supone un paso adelante, pues se sefialan aspectos
de la resolucién de problemas no presentes en propuestas ante-
riores.

Los planes de estudio para el BUP para matematicas (MEC,
1975) siguen rigidamente los preceptos de la matematica mo-
derna. Englobada en el drea de ciencias matemadticas y de la na-
turaleza, su propdésito era tratar:

[...] de capacitar al alumno para comprender los fendmenos natura-
les, cientificos y técnicos de su entorno. Se resaltara la importancia
del mecanismo légico implicito en el razonamiento cientifico habi-
tuando al alumno a los métodos deductivo e inductivo y a la experi-
mentacion. (MEC, 1975, p. 8064)

Pero la realidad viene ya reflejada en la orientacién para el
primer curso.

Las directrices que se dan para el primer curso del BUP de ma-
tematicas es que se parta de los conceptos de anillo y cuerpo para
tratar los temas de la asignatura. Entre ellos, proporcionar a los
alumnos como aplicaciéon practica nociones de aritmética co-
mercial. Es decir, ni siquiera los aspectos practicos son enfoca-
dos como resolucion de problemas. No hay concesiones en estos
planes para la resolucién de problemas. Tanto en la EGB como
en el BUP hubo un fracaso bastante generalizado en cuestiones
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baésicas, por lo que no es de extrafiar que se popularizara el libro
de Morris Kline EI fracaso de la matemdtica moderna y que se pro-
dujera el movimiento de vuelta a lo basico.

Los Programas Renovados de 1979 no aportaron gran nove-
dad en cuanto a la resolucién de problemas, pues su finalidad
era la estructuraciéon de los programas en Bloques Tematicos des-
glosados en Temas de Trabajo, niveles basicos de referencia para
cada uno de estos temas que constituyen los objetivos minimos
que se han de alcanzar. Son un Documento de Apoyo al Profesorado
y el nivel de profundizacién de cada bloque tematico. El docu-
mento pretende facilitar la programacion, realizacion y evalua-
cién del trabajo escolar (MEC, 1981).

4. Plan de 1991: enseffianzas minimas

El Real Decreto 1007/1991 estableci6 las ensefianzas minimas
para la ESO. En él la resolucion de problemas aparece como un
objetivo a alcanzar a lo largo de toda la Educacién Secundaria
Obligatoria en todas las materias en las que hay que adquirir co-
nocimiento. Propone:

Elaborar estrategias de identificacién y resolucién de problemas en
los diversos campos del conocimiento y la experiencia, mediante
procedimientos intuitivos y de razonamiento 16gico, contrastando-
las y reflexionando sobre el proceso seguido. (MEC, 1991, p. 152)

La propuesta por materias consta de tres grandes apartados:
objetivos generales, contenidos y criterios de evaluaciéon. En lo
que se refiere al drea de matemadticas varios de los objetivos
generales precisan la informacién sobre la resolucién de pro-
blemas.

2. Utilizar las formas de pensamiento légico para formular y com-
probar conjeturas realizar inferencias y deducciones, y organizar
y relacionar informaciones diversas relativas a la vida cotidiana y
a la resolucion de problemas.

4. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones
concretas y la identificacion y resolucion de problemas, utilizan-
do distintos recursos e instrumentos y valorando la convenien-
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cia de las estrategias utilizadas en funcién del anilisis de los re-
sultados.

9. Actuar, en situaciones cotidianas y a resoluciéon de problemas, de
acuerdo con modos propios de la actividad matematica, tales
como la exploracién sistematica de alternativas, la precision del
lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la per-
severancia en la busqueda de soluciones.

Cada uno de los cinco bloques de contenidos de que consta
la propuesta correspondiente a matematicas esta desarrollado
seglin conceptos, procedimientos y actitudes. Las ideas relativas
a la resolucién de problemas no aparecen en el apartado de
conceptos, pero si aparecen en procedimientos y actitudes, pero
no de forma sistematica en todos los bloques. Concretamente
se nota su ausencia en el bloque 2 de medida, estimacion y
calculo de magnitudes, en el bloque 4 interpretacion, represen-
tacién y tratamiento de la informacién y en el bloque 5 trata-
miento del azar. El bloque 3 representacién y organizacion del
espacio, recoge como procedimientos: a) la identificaciéon de
problemas geométricos diferenciando en ellos los elementos
conocidos de los desconocidos y los relevantes de los irrelevan-
tes, y b) la reduccién de problemas complejos a otros mas sen-
cillos para facilitar su comprension y resolucion. Asimismo, se
recogen en este bloque 3 dos actitudes relativas a la resolucién
de problemas: a) perseverancia y flexibilidad en la busqueda y
mejora de soluciones a los problemas, b) interés y respeto por
las estrategias y soluciones a problemas distintas de las propias.
El bloque 1 nimeros y operaciones, incluye varios apartados
en procedimientos: a) la resolucién de ecuaciones de primer
grado, b) formulaciéon y comprobacién de conjeturas sobre si-
tuaciones y problemas, y ¢) utilizacién del método de andlisis-
sintesis para resolver problemas numéricos. También incluye
dos apartados en actitudes: a) disposicion favorable a la revi-
siéon y mejora del resultado de cualquier problema numérico,
b) sensibilidad y gusto por la presentaciéon ordenada y clara del
proceso seguido y de los resultados obtenidos en problemas y
calculos.

Los criterios de evaluacién ponen especial énfasis en aspectos
de resolucién de problemas. En ellos se detecta que, fundamen-
talmente, se deben aprender matematicas para resolver proble-

144 | Investigacion en Educacion Matematica



mas y, en menor medida también el uso de estrategias en situa-
ciones de resolucion de problemas. No hemos encontrado trazas
que sugieran el aprendizaje de las matematicas a través de la re-
solucion de problemas.

5. Plan de 2006: las competencias

El curriculo para la ESO de 2006 (MEC, 2007a) incorpora las
competencias bdsicas como un componente nuevo junto a
otros mas tradicionales como los objetivos, los contenidos y los
criterios de evaluacion. Referidos a estos componentes el docu-
mento prescribe ensefianzas minimas. Siguiendo las directrices
europeas establece ocho competencias bdsicas, una de ellas es la
competencia matemdtica, a la que caracteriza de forma extensiva,
citando una serie de aspectos en los que los estudiantes se de-
ben formar, entre los que estin el razonamiento matematico y
la resolucion de problemas «para dar una mejor respuesta a las
situaciones de la vida de distinto nivel de complejidad»
(p. 687). La estructura que se le da en este curriculo a la distri-
bucién de las ensefianzas minimas en casi todas las materias es
similar: se distribuyen en bloques y contienen un bloque inicial
de «Contenidos comunes». Hay contenidos comunes que son
semejantes en los cuatro cursos y en otros se producen ligeros
cambios (tabla 1). Tengo la impresién de que no result6 fécil
construir la propuesta del bloque 1, dada su novedad en los cu-
rriculares oficiales.

Tabla 1. Contenidos comunes del bloque 1 segun el curso.

Contenidos comunes Cursos
ESO

e Utilizacion de estrategias y técnicas simples en la resolucion de 1.°y2.°
problemas tales como el analisis del enunciado, el ensayo y
error o la resolucién de un problema mas simple, y comproba-
cién de la solucion obtenida.

e Planificacion y utilizacién de estrategias en la resolucion de 3.°y4.°
problemas tales como el recuento exhaustivo, la induccién o la
busqueda de problemas afines, y comprobacion del ajuste de la
solucion a la situacién planteada.
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e Expresion verbal del procedimiento que se ha seguido enlare- 1.°
solucion de problemas.

e Descripcién verbal de procedimientos de resolucion de proble- 2.°
mas utilizando términos adecuados.

e Descripcion verbal de relaciones cuantitativas y espaciales, y pro- 3.°
cedimientos de resolucién utilizando la terminologia precisa.

e Expresion verbal de argumentaciones, relaciones cuantitativasy 4.°
espaciales, y procedimientos de resolucion de problemas con la
precision y rigor adecuados a la situacién.

e Interpretacién de mensajes que contengan informaciones sobre 1.°,2.°,
cantidades y medidas o sobre elementos o relaciones espaciales. 3.°y 4.°

e Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas, 1.°,2.°,
comprender las relaciones matematicas y tomar decisiones a 3.0y4.°
partir de ellas.

e Perseverancia y flexibilidad en la bisqueda de solucionesalos  1.°,2.°,
problemas. 3.0,4.°

e Utilizacién de herramientas tecnolégicas para facilitar los calcu- 1.°, 2.°,
los de tipo numérico, algebraico o estadistico, las representacio- 3.°y4.°
nes funcionales y la comprension de propiedades geométricas.

En el desarrollo que hace la Junta de Andalucia de este curricu-
lo (Consejeria de Educacién, 2007) se da autonomia de los cen-
tros docentes, tanto pedagogica como organizativa, para el desa-
rrollo y concrecion del curriculo de la Educacion Secundaria
Obligatoria. Entre las indicaciones que resaltan en matemadticas,
estd el énfasis en la resolucion de problemas para adquirir com-
petencias basicas:

La resolucién de problemas debe concebirse en este contexto como
un aspecto fundamental para el desarrollo de las capacidades y com-
petencias basicas en el area de matemadticas y como elemento esen-
cial para la construccién del conocimiento matematico. Es, por ello,
fundamental su incorporacién sistemadtica y metodoldgica a los con-
tenidos de dicha materia. (Consejeria de Educacién, 2007, p. 51)

Ademds, en esta Orden se subraya el aspecto transversal de la
resolucién de problemas que, junto con el uso sistematicamente
adecuado de los medios tecnolégicos y la dimensién social y
cultural de las matemadticas, deben entenderse como ejes trans-
versales que han de estar siempre presentes en la construccion
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del conocimiento matematico durante esta etapa. Hay, pues, un
cambio sustancial en la orientacion del uso de la resolucién de
problemas en la ensenanza-aprendizaje de las matematicas. De
la idea tradicional de aprender matematicas para resolver pro-
blemas se pasa a resolver problemas para aprender matematicas.
Esto supone un desafio considerable para los equipos pedagdgi-
cos de los centros, debido a la falta de tradicion al respecto y el
esfuerzo enorme para llevarla a cabo. En consonancia con el pa-
pel importante que se le otorga a la resolucién de problemas en
esta Orden se la incluye como el primer nicleo temdtico con un
cardcter transversal.

6. Plan de 2014: resolucion eficaz
de problemas complejos

El curriculo de 2014 incluye la nocién de competencia como
una componente base del curriculo para lograr una eficaz resolu-
cion de problemas complejos. Esto se puede apreciar en el Real
Decreto 1105/2014, por el cual se establece el curriculo basico
de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. En la
introduccion de este decreto se da una descripcion amplia de la
nocién de curriculo que engloba a las competencias como uno
de los aspectos que lo conforman:

El «curriculo» estard integrado por los objetivos de cada ensenanza y
etapa educativa; las competencias, o capacidades para activar y apli-
car de forma integrada los contenidos propios de cada ensefianza y
etapa educativa, para lograr la realizacién adecuada de actividades
y la resolucion eficaz de problemas complejos. (MECD, 2014, p. 169)

Asi pues, la resolucion de problemas es vista como una nece-
sidad ultima a la que hay que atender para lo cual previamente
hay que aprender o adquirir determinadas capacidades y compe-
tencias. Quizds en un intento de ser preciso en el lenguaje, los
autores del documento anaden dos calificativos a la resolucion
de problemas que pueden poner en un aprieto a los que tienen
que poner en practica este curriculo: uno de ellos es «eficaz» y el
otro es «complejos».
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6.1. Resolucion eficaz de problemas

Con respecto al primero de los calificativos, cabe preguntarse:
;qué es la resolucion eficaz de problemas? Esta expresion puede ser
interpretada de multiples maneras. Puede ser interpretada como
resolverlos en un tiempo récord, o que se utilice la estrategia
mas elaborada, o, por el contrario, la respuesta mas sencilla, o
que se dé una respuesta adecuada, razonable, coherente o acep-
table al problema, o quizas que se resuelva de acuerdo al conte-
nido matematico que se esta estudiando en ese momento, o que
se resuelvan con conceptos matemadticos lo mas avanzados posi-
bles. Estas son algunas de las posibles respuestas a la pregunta y
que dejan con la duda de lo que se quiere transmitir en el docu-
mento sobre resolucion eficaz, sobre todo cuando a los proble-
mas se le anade que deben ser complejos. Tratando de entender
el significado desde un punto de vista lingiiistico, puede ser en-
tendida en un uso habitual del lenguaje, por lo cual su significa-
do en el diccionario de la lengua el término eficaz significa «que
tiene eficacia» y, a su vez, eficacia significa «capacidad de lograr
el efecto que se desea o se espera». Segln esto, la resolucion efi-
caz de problemas sera la capacidad de resolver problemas. Con
lo cual lo de eficaz sobraria o es reiterativo, pues previamente
ya se habia dicho que el curriculo integra las competencias o ca-
pacidades para activar y aplicar de forma integrada los conteni-
dos propios de cada ensenanza y etapa educativa a la resolucion
de problemas.

Tras la reflexion anterior, cabe la duda de si la expresion solu-
cion eficaz de problemas tiene un trasfondo mas cientifico, es de-
cir, si proviene del campo de investigacion sobre resolucién de
problemas. Dado que la mayor parte de la literatura especializa-
da sobre resolucion de problemas esta en inglés, he realizado
una revision de lo que se entiende por resolucion eficaz de proble-
mas, cuya traduccion es effective problem solving. El trabajo mas
sugerente que aparece en la literatura es el clasico articulo de Lar-
kin de 1979 titulado Processing Information for Effective Problem
Solving. En este articulo, Larkin analiza formas con las que ayu-
dar a los estudiantes a resolver problemas de fisica de manera
eficaz. Sobre la base de sus observaciones de resolutores de pro-
blemas novatos y expertos, la autora sugiere ensenar los proce-
sos utilizados por los expertos directamente a los estudiantes. Se

148 | Investigacion en Educacion Matematica



plantea la pregunta: «;Como se puede ayudar a los estudiantes a
resolver problemas de fisica de manera mas eficaz?» Para contes-
tarla, hace lo siguiente: a) observa en detalle los procesos utiliza-
dos por «expertos», personas que son buenas para resolver pro-
blemas de fisica; b) extracta y resume las caracteristicas esenciales
de estos; c) ensena directa y explicitamente estos procesos a los
estudiantes. Esta claro que la autora entiende por solucién eficaz
la de un resolutor experto (en la investigacion de Larkin se trata
de profesores universitarios de Fisica). Hay que subrayar que la
investigacion de Larkin se realiza bajo la teoria del procesamien-
to de la informacién cuyo fin tltimo es buscar la estrategia 6pti-
ma en el espacio del problema, con el objeto de implementarla
en programas de ordenador bajo la «filosofia» de la Inteligencia
Artificial, incipiente en esa época.

Una interpretacion alternativa a lo que es la resolucién efi-
caz de problemas, la plantea Bardach (2012) en su guia practi-
ca de ocho pasos para una resolucion eficaz de problemas: de-
finicion del problema, obtenciéon de informacién, construccion
de alternativas, seleccion de criterios, proyeccién de los resulta-
dos, confrontacion de costos y beneficios, decida y cuente su
historia.

6.2. Problemas complejos

Incluso para investigadores expertos, la expresion problema com-
plejo es dificil de definir y a los no expertos sumergirlos en un
mar de dudas. Frensch y Funke (1995), como editores, pidieron
a los autores de los capitulos del libro que dieran una definicion
corta de problema complejo. Las respuestas estan recogidas en la
tabla 2.

Tabla 2. Definiciones concisas de problemas complejos en Frensch y Funke
(1995).

Autores Resolucion de problemas complejos-Complex problem solving
(cps)

Beckmann CPS representa una clase de tarea que exige el dominio cogniti-
y Guthke  vo que requiere el reconocimiento de relaciones causales entre
las variables de un sistema.
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Autores Resolucion de problemas complejos-Complex problem solving
(CPS)

Berry Decidir si una tarea debe considerarse compleja o no, parece ser
una cuestion relativa mds que absoluta. Algunas tareas parecen
ser complejas en comparaciéon con muchas tareas experimenta-
les tradicionales de resolucién de problemas. En estos casos, la
gran cantidad de variables y su interconectividad, la intranspa-
rencia, los rezagos temporales y la gran cantidad de metas a
cumplir contribuyen a la complejidad de la tarea.

Brehmer Me preocupa la capacidad de las personas para manejar tareas
que son complejas, dindmicas (en el sentido de que su estado
cambia tanto de manera autébnoma como una consecuencia de
las acciones de los tomadores de decisiones) y opacas (en el
sentido de que el tomador de decisiones puede no ser capaz ver
los estados de la tarea o la estructura de la tarea).

Buchner CPS es la interaccion exitosa con entornos de tareas que son di-
ndmicos (es decir, cambian en funcién de las intervenciones del
usuario y / o en funcién del tiempo) y en los que algunas, si no
todas, las regularidades del entorno solo pueden revelarse me-
diante una exploracién exitosa y una e integracion de la infor-
macion obtenida en ese proceso.

Dorner El CPS se refiere al comportamiento de personas o grupos de
personas en situaciones complejas, dindmicas e invisibles don-
de la estructura exacta y las propiedades de las situaciones son
relativamente desconocidas. El solucionador de problemas
complejos elabora permanentemente sus objetivos y construye
hipétesis sobre la estructura (desconocida) del dominio. El o
ella toman decisiones y necesitan controlar los resultados.

Funke El objetivo principal de aplicar paradigmas de investigacién de
CPS para la seleccion de personal es utilizar tareas mds comple-
jas, significativas, integradoras y realistas que requieren proce-
sos y habilidades de pensamiento de orden superior. Las aplica-
ciones de seleccién y formacién de personal adoptan paradig-
mas de investigacion como tecnologia y carecen de una
definicién comtn de CPS.

Huber CPS es la tarea de optimizar una o mas variables objetivo de un
sistema mediante una serie de decisiones. El sistema consta de
varias variables, existen varias acciones alternativas. La informa-
cién sobre el sistema o los estados del sistema estd incompleta
(por ejemplo, no esta disponible o es probabilistica) o esta re-
trasada. Puede estar involucrado un componente de tiempo.
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Autores Resolucion de problemas complejos-Complex problem solving
(CPS)

Kluwe 1. En relacién con el entorno de la tarea, los problemas comple-
jos pueden caracterizarse por un gran nimero de componentes
(o variables) interrelacionados.
2. Con referencia al espacio del problema, los problemas com-
plejos pueden caracterizarse por un gran nimero de operacio-
nes cognitivas diferentes que son necesarias para buscar en el
espacio del problema (por ejemplo, el nimero de pasos de un
programa que simula la bisqueda de una solucién). 3. Los pro-
blemas complejos, finalmente, pueden descomponerse en sub-
problemas mds pequenos.

Krems Un problema se denomina «complejo» cuando el estado final y
el estado inicial se describen claramente, y cuando (a) no hay
una definicion precisa del espacio del problema (no estd com-
pleta) y / o (b) no hay una definicién precisa de los operadores
disponibles (lo que puede hacerse). Tanto (a) como (b) depen-
den de las caracteristicas especificas del dominio (por ejemplo,
el contexto, el nimero y la conectividad de las variables rele-
vantes) y del nivel de experiencia (cantidad de conocimiento
sobre las caracteristicas especificas del dominio). En general,
uso el término CPS como mds o menos equivalente a la resolu-
cién de problemas en dominios semdnticamente ricos o en ta-
reas ricas en conocimiento.

Como senalan Frensch y Funke (1995), si bien todas las defi-
niciones recogidas en la figura 1 difieren en algiin aspecto, todas
ellas comparten caracteristicas importantes. Por ejemplo, todas
ellas describen la resolucién de problemas como una actividad
cognitiva y, ademas, en todas ellas, aunque sea implicitamente,
se comparte el marco de la teoria del procesamiento de la infor-
macién. Lo que puede parecer sorprendente, sin embargo, es la
constante falta de énfasis en la interaccion entre el problemay el
resolutor. Es decir, la mayoria de las definiciones definen un
problema en términos de las especificaciones de la tarea y pres-
cinden en ellas del resolutor que la enfrenta.

6.3. La resolucion de problemas en matematicas
En este plan de estudios para la ESO y Bachillerato de 2014, to-

das las asignaturas de matemadticas contemplan la resolucion de
problemas, se convierte en objetivo principal. Se afirma que el
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proceso de ensenanza debe cultivar la habilidad para entender
diferentes planteamientos e implementar planes practicos, revi-
sar los procedimientos de buiisqueda de soluciones y plantear
aplicaciones del conocimiento y las habilidades matematicas a
diversas situaciones de la vida real; sobre todo, se debe fomentar
la autonomia para disenar diferentes estrategias de resolucion o
extrapolar los resultados obtenidos a situaciones andlogas. La re-
solucion de problemas complejos ha de ir acompanada del em-
pleo de herramientas tecnolégicas.

La materia correspondiente a las distintas asignaturas de ma-
tematicas incluidas en este curriculo de la ESO y Bachillerato se
distribuye en bloques. En todas ellas se incluye un bloque ini-
cial, el «<Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matemati-
cas», que recoge fundamentalmente nociones relativas a la reso-
lucion de problemas. Los otros bloques se refieren a contenidos
tradicionales del curriculo de matematicas. En cierta manera
este bloque 1 recoge las ideas plasmadas en el «Bloque 1. Conte-
nidos comunes» del curriculo de la ESO del plan de 2006 (recor-
demos que en el Bachillerato no aparecia este bloque). Posible-
mente dada la dificultad que tuvo el profesorado para interpre-
tar o como abordar la resolucion de problemas en un curriculo
basado en adquisicion de competencias, en el Real Decreto de
2014, la resolucion de problemas se incluye, junto a otras tema-
ticas, en un primer bloque titulado «Procesos, métodos y actitu-
des en Matematicas» y se dan orientaciones mas precisas de su
funciéon en el ambito educativo. A este respecto dice el legis-
lador:

El bloque de «Procesos, métodos y actitudes en Matematicas» es co-
mun a todos los cursos y debe desarrollarse de modo transversal y
simultineamente al resto de bloques, constituyendo el hilo conduc-
tor de la asignatura; se articula sobre procesos bdsicos e imprescin-
dibles en el quehacer matematico: la resolucién de problemas, pro-
yectos de investigacion matematica, la matematizacién y modeliza-
cion, las actitudes adecuadas para desarrollar el trabajo cientifico y
la utilizacion de medios tecnolégicos. (p. 399)

Este bloque se desmenuza y detalla en una propuesta conjun-

ta constituida por tres apartados: a) contenidos, b) criterios de
evaluacion y ¢) estindares de aprendizaje evaluables. Los conte-
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nidos que aparecen sobre la resolucion de problemas son muy
escasos y generales, concretamente se refieren a la planificaciéon
del proceso de resolucion de problemas, estrategias y procedi-
mientos puestos en practica y reflexion sobre los resultados. En
cuanto a los criterios de evaluacién subrayan la comunicacion
verbal del proceso seguido en la resolucion de un problema, la
utilizacion de estrategias de resolucion de problemas, la reali-
zando los cédlculos necesarios y comprobando las soluciones ob-
tenidas y en la reformulacién del problema tratando de profun-
dizar en problemas resueltos planteando pequenas variaciones
en los datos, otras preguntas, otros contextos, etc. Es decir, se ol-
vidan de la fase de comprension del problema y se centran en las
fases de ejecucion y reformulacion de nuevos problemas. El
apartado de «estandares evaluables» es mas descriptivo y extenso
que los otros dos anteriores. Se le da preponderancia a un am-
plio espectro de ideas relativas a la resolucion de problemas,
aunque de forma algo desordenada y entremezclada. De los 29
enunciados que contiene 19 hacen alusion explicitamente a la
resolucion de problemas. Se incluyen aspectos relativos al problem-
posing (variar un problema dado o identificar situaciones proble-
maticas de la realidad, susceptibles de contener problemas de
interés), evaluar la solucién obtenida.
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Resumen

En este trabajo realizamos una mirada retrospectiva de la formacion matema-
tica que han recibido los maestros encargados de la educacion de los nifios
menores de 6 afios en Espafia. Desde sus inicios oficiales a mediados del si-
glo Xix hasta la actualidad, la formacién de maestros de Educacién Infantil ha
sido excluida en muchas ocasiones en las reformas de los planes de estudio de
magisterio y cuando ha sido requlada y reconocida a nivel oficial, la educacion
matematica ha tenido escasa presencia estando influenciada por los movi-
mientos pedagdgicos de la época como el método de Frobel en el siglo Xix o las
teorias de Piaget en la segunda mitad del siglo Xx. Actualmente, con la adapta-
cion de dichos planes al Espacio Europeo de Educacion Superior, las directrices
nacionales han quedado demasiado abiertas y cada universidad tiene libertad
para delimitar tanto el tipo de asignatura como los créditos que se asighan a
ella, por lo que la formacion matematica de los maestros de Educacion Infantil
depende de la universidad en donde se imparta la titulacion.

Palabras clave: formacion de maestros, educacion matematica, Educacion In-
fantil, investigacion historica

Abstract

In this work we develop a historical review of mathematics in the early child-
hood teacher training in Spain. From its official beginnings in the mid-nine-
teenth century to the present, the training of early childhood teacher training
has not been included on many occasions in the reforms of the teaching agen-
das and when it has been regulated and recognized at an official level, mathe-
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matics education has had little presence being influenced by the movements
of the time such as the Frébel method in the 19th century or the theories of
Piaget in the second half of the 20th century. Currently, with the adaptation
of the plans to the European Higher Education Area, the national guidelines
are too open and each university is free to define the type of subject and the
credits, so the mathematical training depends on the university.

Keywords: teacher training, mathematics education, early childhood educa-
tion, historical research

1. Introduccion

La formacion matematica de los maestros es primordial, ya que
ensenar matemadticas es una parte de su actividad profesional
(Flores y Rico, 2015; Segovia y Rico, 2011). Este hecho no ha
pasado desapercibido por Isidoro Segovia y Pablo Flores, los
cuales, ademas de preocuparse y reflexionar sobre el tema, han
dedicado gran parte de su carrera profesional a mejorar dicha
formacion. Mads alla de impartir la docencia correspondiente en
los titulos universitarios de maestro, han colaborado en el desa-
rrollo de nuevos planes, elaborado libros para la formacién ma-
temadtica de los maestros, impartido cursos de formacion conti-
nua o permanente, o ayudado y formado a los nuevos profesores
del departamento de Didactica de la Matematica de la Universi-
dad de Granada. Inspirados por esta dedicacién, en el presente
capitulo les rendimos homenaje centraindonos en una forma-
cion que ha sido relegada en muchas ocasiones a un segundo
plano, la formacién de maestros' de Educacién Infantil (Castro,
2011). Especificamente, realizamos una revision histérica de la
formacion matematica que han recibido estos profesionales en
Espafa (denominados a lo largo de los afnos como maestros par-
vulistas, de preescolar o de educacion infantil) desde sus inicios ofi-
ciales, a mediados del siglo xix, hasta la actualidad con la im-
plantacién del Espacio Europeo de Educacién Superior.

1. Aunque casi en su totalidad la labor de maestro de infantil ha sido desempenada
por mujeres, a lo largo del capitulo utilizaremos el término genérico maestros.
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2. El siglo xix

Los inicios de la formacién de maestros de Educacion Infantil en
Espana se remontan a la primera mitad del siglo Xix, momento
en el que se empez6 a regular la ensennanza en niveles inferiores
a 6 afnos en instituciones denominadas escuelas de pdrvulos. Este
hecho hizo que surgiera una nueva profesion,? la de maestro
parvulista y, por ende, una formacién especifica para estos profe-
sionales.

En esta época se incorporaron al sistema educativo las escue-
las normales para la formacién de maestros de Educaciéon Prima-
ria y las escuelas de parvulos para la educacién de la primera in-
fancia, como la Escuela de Virio en Madrid (posteriormente de-
nominada Escuela Normal Central de Parvulos) la cual fue la
primera escuela normal de parvulos en Espana (Sanchidrian,
1982, citado por Pérez y Gonzalez, 2009). Otros hechos relati-
vos a estos avances fue la publicacién del Manual para los Maes-
tros de Escuelas de Parvulos de Pablo Montesinos publicado en
1840, o la creacién en 1876 de la Catedra de pedagogia especial
aplicada a la ensenanza de parvulos por el sistema de Frobel.
Esta era una catedra publica de la Escuela Normal Central de
Maestros de Madrid, donde por medio de lecciones alternas, se
acreditaba a los maestros que, ademas de poseer el titulo ele-
mental o superior, deseasen obtener esta especialidad (Colme-
nar, 2010).

Posteriormente, en el afio académico 1882-1883, con la reor-
ganizacion del plan de estudios de la Escuela Normal Central de
Maestros de Madrid, se incluy6 un curso especial de maestros
de parvulos. Este curso, formado por diversos programas, inclu-
ye el programa de nociones de ciencias fisicas y naturales que
incluia nociones de aritmética y geometria. Sin embargo, este cur-
so tuvo una vida efimera como consecuencia de la falta de alum-
nas (Colmenar, 1989).

Cabe destacar que, a pesar de que se encontraban en funcio-
namiento las escuelas normales, a los denominados maestros de
pdrvulos no se les requeria haberse formado en una escuela nor-
mal para acceder a la profesién, ni haber hecho practicas en

2. Anteriormente en el dmbito privado existian las denominadas escuelas de amiga,
cuya practica continud hasta el siglo Xxx (Diego-Pérez, 2013).
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una escuela de parvulos, exigiéndoles un conocimiento referi-
do a doctrina cristiana, letras, nimeros y figuras, bastando en
todo lo demads nociones muy ligeras (Diego-Pérez y Gonzdlez,
2009).

2.1. Catedra de pedagogia especial por el sistema de Frobel

Frobel, pedagogo aleman, basé sus tratados para la ensenanza
en Educacion Infantil en las teorias del juego de Richter —que
consideran esencial el uso libre de materiales simples, donde se
establezca un orden propio y se descubra sus propios limites— y
en las tedricas pedagogicas de Comenio, Rousseau o Pestalozzi
-fundamentadas en la naturaleza, la intuicién y la experimenta-
cién-. Su método fue considerado como un sistema innovador
para la ensefianza de pdrvulos en la época (Lahoz, 1991) y ac-
tualmente continda teniendo influencia en la ensefianza, y en el
diseno de materiales manipulativos o recursos.

El método de Frobel se instaurd en Espana a través de la Cate-
dra Especial de Pedagogia de Parvulos por el procedimiento de
Frobel, la cual tuvo una especial relevancia en la formacion de
maestros de estas edades. El profesor que impartio la materia
para la cdtedra de esta especialidad fue Pedro de Alcantara Gar-
cia. Asimismo, el programa de la nueva asignatura, que se impar-
ti6 en las dos escuelas normales de Madrid, también fue elabora-
do por de Alcantara a partir de su asistencia por Europa a dife-
rentes ponencias sobre el Método de Frobel.

El programa ha quedado materializado a través del Manual
tedrico-practico de educacion de parvulos segiin el método de
jardines de infancia de Frobel (De Alcantara, 1879). Este cons-
ta de una introduccién sobre la vida y obra de Frobel, y dos
partes diferenciadas. La primera describe los principios gene-
rales de la educacion de acuerdo con el sentido de Frobel, e
incluye tres capitulos: la doctrina fundamental de la educa-
cion, manera de ser del nifo y desenvolvimiento del hombre,
y bases y caracteres fundamentales del método de educacion y
sus procedimientos. La segunda, compuesta por una introduc-
cion y seis secciones que detallaban minuciosamente el méto-
do pedagogico de Frobel para Infantil, el estudio de cada uno
de los «regalos» o «dones», cobmo el maestro ha de introducir-
los y actuar con ellos en el aula, ejercicios que se debia utili-
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zar, asi como los fines educativos propuestos con dichos ejer-
cicios.

En el manual elaborado por de Alcdntara (1879) podemos
ver reflejado el interés de Frobel por la arquitectura y las mate-
maticas (ya que se inici6 en el estudio de ambas materias, aun-
que no lleg6 a finalizarlos). Ademas del diseno y pautas arqui-
tecténicas que debian de contemplar los jardines de infancia,
las dreas matematicas de geometria y espacio estan especialmen-
te presentes en los dones. Los dones de Frobel son una secuen-
cia de materiales con distintas formas geométricas que se ofre-
cen a los ninos de forma progresiva y que promueven de mane-
ra especial el desarrollo del pensamiento légico-matematico.
Especificamente en el desarrollo de los ejercicios con los dones,
«debe llevarse al nino de lo conocido a lo desconocido, de lo
facil a lo dificil, de lo particular a lo general, de los concreto a
los abstracto» (De Alcantara, 1879, p. 94) para ello se propone
hacer comparaciones con el don anterior, llevando a cabo jue-
gos de construccién o de realizacién de formas y planteando
cuestiones para dar lugar a conversaciones instructivas. La ta-
bla 1 presenta los dones, asi como los contenidos matematicos
que se proponen trabajar con cada uno de ellos segin el ma-
nual. En algunas ocasiones estos dones no se corresponden con
los originales, pues sufrieron diversas modificaciones por los
discipulos de Frobel.

Tabla 1. Dones y contenidos matematicos a trabajar con ellos segun el
manual de Alcantara (1879).

1 Caja con 6 pelotas o
bolas de colores
(rojo, azul, amari-

Don Descripcion Imagen Contenidos matematicos
Atributos color y forma.
Posiciones de objetos res-

. pecto a uno mismo y res-
lla, violeta, verde y / pecto a otro objeto.

naranja) del mismo Linea, direccién, movi-

tamafo y recubier- miento.

tas de lana.

Magnitudes peso y grave-
dad.
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Don Descripcion Contenidos matemdticos

2 Caja con una esfera, Andlisis y comparacién de
un cilindro y un formas, contrastes (seme-
cubo de similares jante, opuesto, interme-
dimensiones. Los dio). Componer y des-
tres objetos tienen componer: partes y todo.
una anilla por don- Cubo, esfera y cilindro.
de pasar un cord6n Movimiento de rotacién.
para poder colgar- Caras, vértices y aristas.
los. Angulos. Horizontal, per-

pendicular.

3 Caja que contiene Componer y descompo-
ocho cubos iguales ner: partes y todo.
de madera. (Cada Comparacion de forma,
cubo tiene la misma tamano, dimensién y vo-
dimension que el lumen.
cubo del segundo Cuadrado, cubo, caray
don). arista. Divisién de soli-

dos.

Ntmeros enteros y frac-
ciones (mitad, cuartoy
octavo).

4 Caja que contiene Mismos contenidos que
ocho prismas rec- en el don 3.° y, ademais:
tangulares iguales comparacion de forma,
de madera. tamaiio, dimensién y vo-

lumen.
Rectdngulo. Division de
superficies.
Contar hasta 16, sumay
resta de un ntimero del 1
al 8 +/- 1.

5 Caja que contiene Se contindan trabajando

39 piezas: 27 cubos
iguales, 3 cubos di-
vididos en partes
iguales y otros 3 di-
vididos en cuartos
formando en ambos
casos prismas trian-
gulares.

los mismos contenidos
que en los dones 3.° y
4.0,
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Don Descripcion Imagen Contenidos matematicos

6 Caja que contiene == i 1\ ?? Se contindan trabajando
36 piezas: 27 pri- IEE = BR% 105 mismos contenidos
mas rectangulares que en los dones 3.° y 4.°
como los del 4.° y, ademds, la nocién de
don, 6 divididos en cuerpo solido.
dos cuadradosy 3
en 2 prismas.

7 8 cuadrados iguales, Superficie.
otros dos mads gran- Lineas paralelas
des divididos en Vértices, diagonal
cuatro partes. Tridngulo y sus elemen-

8 Un cuadrado ente- tos.
ro, un cuadrado di- TipOS de triéngulos.
vidido en dos rec- Paralelogramo, trapecio,
tangulos iguales, trapezoide.
Otro en tres, otro en Fracciones: tercios, quin-
cuatro, otro en cin- tos, sextos, sétimos y octa-
o, otro en seis, otro vos.
en siete y otro en Comparacién de fraccio-
ocho. nes.

9 21 figuras (cuadra-

dos, rectingulos,
triangulos rectangu-
los isdsceles, trian-
gulos rectangulos
escalenos).

<
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Don Descripcién Imagen Contenidos matemadticos

10 Listones flexibles Linea horizontal, vertical.
(25x1 cm) para tra- Lineas paralelas.
bajar geometria. Linea recta.
Angulos: agudo, recto,
obtuso.
Vértices.

Nocién de tridngulo.
Tipos de triangulos.
Nocién de poligono.
Pentdgono, hexdgono,
heptagono.

Longitud.

Unidad, decena.

Par, impar.

Sumas de cifras de un di-
gito.

Restas de cifras de un di-
gito.

Multiplicacién como
suma repetida y division
como reparto.

12 24 anillos o circun- Linea curva.
ferencias y 48 semi- Nocién de circulo y circun-

11 Palillos rectos y re-
dondos para traba-
jar aritmética.

circulos de alambre. Cf@ = qe, ferencia.
f Semicircunferencia (reco-
Q_(__ 9 nocimiento).

13 Palitos de diferentes Linea y punto. Construc-

tamanos y colores y ™ ™ ? cién de figuras planas y
bolitas de ceras/pe- | 3\ cuerpos solidos:
dacitos de corcho -y hexaedro, octaedro, dode-
para unirlos. : caedro.

14 Arcilla e instrumen- Construccion de esfera,
tos para modelarla. cubo.

Nota. Originariamente el 7., 8.0y 9.2 don estaba formado por 6 cuadrados iguales y del tamafio de las
caras del cubo del 2.° don, tridngulos rectangulos (isésceles y escalenos), acutangulos y obtusangu-
los. EI 12.° don fue afadido posteriormente por la viuda de Frobel.
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En el manual se detalla como introducir en el aula de parvu-
los cada uno de estos dones para trabajar diversos contenidos,
pues se recalca que estos no se adquieren con la simple manipu-
laciéon del material. Por ejemplo, para trabajar los atributos color
y forma (el primer contenido a introducir con los dones) se pro-
ponen las siguientes indicaciones para dar a los alumnos. En pri-
mer lugar, realizar preguntas tantas veces como sea necesario
centradas en el color: «;Tienen un mismo color todas las pelotas
que hay dentro de esta caja? No, sefior maestro, responderan los
ninos. ;Qué color tiene esta? ;Cudl esta otra? ;De qué color es tu
pelota?» (De Alcantara, 1879, p. 111). Cuando los escolares ha-
yan aprendido a reconocer los colores, se contintia con el atribu-
to forma. Para hacer que se centren en la forma y la distingan del
color, se propone hacer comparaciones con la forma que tienen
otros objetos conocidos como cajas, mesas, etc. «;Se parece la
pelota a este tintero? - ;Y a esta caja? - ;Tiene esquinas? - ;Es lar-
ga? - ;Es cuadrada? - ;Como es? - etc.» (De Alcantara, 1879,
p- 111). Una vez adquirido este conocimiento, se intercalan pre-
guntas sobre el color y la forma.

Hay que destacar que el programa de esta formacion no esta-
ba enfocado a mejorar el conocimiento del contenido de los
maestros en formacion, si no a ensenar un método sobre cémo
introducir los contenidos en el aula de parvulos.

3. El siglo xx

En el siglo xx llegaron a Espafia otros métodos sobre la ensefian-
za de las matematicas en Infantil, como el de Maria Montessori
o el de Ovide Decroly. Sin embargo, la formacién inicial de los
maestros de esta etapa:

[...] no evolucion6 al mismo ritmo que el magisterio en general,
pues las sucesivas modificaciones de los planes de estudios de las
escuelas normales de 1898, 1900, 1901, 1903 y 1914 no menciona-
ron la necesidad o conveniencia de una formacién especifica para
estos maestros. (Diego-Pérez y Gonzdlez, 2009, p. 374)

La formacion de maestros de Infantil no formé parte de los
planes de estudio de las escuelas normales hasta la segunda mi-
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tad del siglo, por lo que hasta entonces no hubo formacién espe-
cifica para estos profesionales. Solo en el plan de estudios de 1931
se introdujo la posibilidad de hacer practicas en centros de par-
vulos, asi como la posibilidad de hacer un trabajo centrado en
esta etapa como parte de la asignatura Trabajos de Especializa-
cion (Diego-Pérez, 2013).

A comienzos de la segunda mitad del siglo, aunque no se re-
gulé la formacion inicial, se reglament6 una especializacion para
aquellos maestros que estaban trabajando en una escuela de par-
vulos a través de cursos concretos, como el de «Orientaciones
pedagogicas para maestras nacionales de las Escuelas de Parvu-
los» 0 el «Curso de formacion y capacitacion de las Maestras Na-
cionales de las Escuelas de Parvulos y Maternales», u oposiciones
para los maestros de otras especialidades que querian trabajar en
escuelas de parvulos (Diego-Pérez y Gonzdlez, 2009).

3.1. Periodo de la Ley General de Educacion

En la década de los setenta, con la Ley General de Educacion
(LGE), las Escuelas Normales se incorporaron a la universidad
como Escuelas Universitarias de Formacién del Profesorado de
Educacién General Béasica, donde se formaban a los futuros
maestros a través de las siguientes especialidades: Preescolar,
Ciencias, Ciencias humanas, Filologia y Educacién Especial. A
pesar de que la formacion inicial estaba regulada y la mayoria de
los docentes eran maestros formados en estas escuelas, la LGE
establecié que era posible ejercer la docencia en Educacion Pre-
escolar (dejando de denominarse pdrvulos) y Educacion General
Basica solo con poseer del titulo de diplomado, ingeniero técni-
co o arquitecto técnico (Castro, 2011).

Para obtener la titulacién, los futuros maestros debian cursar
nueve asignaturas comunes a las cinco especialidades, donde se
encontraba Matematicas I y ocho asignaturas especificas de la es-
pecialidad correspondiente, que en el caso de Preescolar incluia
El Area Logico-Matemdtica en edad Preescolar (Ministerio de
Educacién y Ciencia [MEC], 1977), pues la LGE promovia que los
ninos de preescolar realizasen ejercicios de logica y prenuméricos:

La educacion preescolar comprende juegos, actividades de lenguaje,
incluida, en su caso, la lengua nativa, expresién ritmica y plastica,
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observacion de la naturaleza, ejercicios 16gicos y prenuméricos, de-
sarrollo del sentido comunitario, principios religiosos y actitudes
morales» (LGE, 1970, art. 14)

Estas asignaturas tenian una fuerte influencia de las teorias de
la época, especialmente la teoria de conjuntos o las teorias del
desarrollo cognitivo de Piaget, en donde el lenguaje, los concep-
tos numéricos o las operaciones logicas de seriacion y clasifica-
cién son fundamentales.

Especificamente, la asignatura Matematicas I (asignatura co-
mun a todas las especialidades) se centraba en contenidos relati-
vos a conjuntos y relaciones, correspondencias y aplicaciones,
numero natural y sistemas de numeraciones, aritmética, fraccio-
nes y decimales, magnitudes y su medida, geometria plana, geo-
metria del espacio e iniciacion a la estadistica. Dos ejemplos de
actividades para el tema de aritmética que debian de realizar los
estudiantes en la Universidad de Granada se presentan a conti-
nuacion:

a) Senala a tu juicio algunos de los errores que pueden cometer-
se en la definicion de adicion. Elabora una definicién que te
parezca mads correcta. Compara la definicion que has hecho
con la que se obtiene a partir de la teoria de conjuntos. Senala
los aspectos fundamentales en una definicion correcta de adi-
cion.

b) Sustituir las letras por nameros para que tengan sentido las
operaciones:

i) AMOR ii) PCE iii) AMOR
+ AMOR + PSUC X V4
AMOR URSS ODIO

ODIO

La segunda asignatura que debian de cursar los futuros maes-
tros de preescolar, El Area Logico-Matematica en Edad Preesco-
lar, era una asignatura especifica de la especialidad. Sus conteni-
dos estaban enfocados a la ensefianza y aprendizaje de las mate-
madticas en estas edades, incluyendo en su temario teorias del
aprendizaje (p. ej.: conductista, cognitiva), materiales y recursos,
el curriculo de matematicas en Educacion Infantil (p. ej.: orienta-
ciones ministeriales, evolucion de aspectos curriculares) o nocio-
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nes sobre didactica de diversos temas como logica (p. €j.: clasifica-
ciones, seriaciones, etapas o estadios, légica de clases), niimeros
(p- ¢j.: formacion del concepto de niimero segin Piaget, contex-
tos numéricos, principios del conteo), aritmética (p. ej.: estrate-
gias para sumar y restar, problemas aditivos), espacio (p. €j.: to-
pologia, desarrollo de las nociones espacio-temporales, etapas
en el desarrollo espacial), geometria (p. ¢j.: aportaciones de Van
Hiele) y medida y magnitudes (p. ej.: etapas generales, aportes
de Piaget).

3.2. Periodo de la Ley de Reforma Universitaria

Durante el periodo de la Ley de Reforma Universitaria (oficial-
mente denominada Ley Organica 11/1983, de 25 de agosto, de
Reforma Universitaria), vigente entre 1983 y el 13 de enero de
2002, se produce un nuevo impulso en la formacién de los
maestros, al equiparar las escuelas universitarias con el resto de
los centros universitarios superiores pasando a denominarse en
su mayoria facultades de Educacion. No obstante, se mantiene el
mismo estatus que anteriormente, estudios de primer ciclo o di-
plomaturas (3 afios) en contraste con las licenciaturas (5 anos).
En la década de los noventa, las directrices nacionales (MEC,
1991) establecen las especialidades de Educacién Infantil, Edu-
cacion Primaria, Educacion Musical, Educacién Fisica, Educa-
cién Especial, Lengua extranjera y Audicién y Lenguaje, con asig-
naturas impuestas por el ministerio, obligatorias y comunes para
toda Espana (troncales comunes, troncales de especialidad, prac-
ticum), y asignaturas especificas de cada facultad (obligatorias
de universidad, optativas y libre eleccion).

En el caso del Titulo de Maestro con Especialidad en Educa-
cion Infantil los estudiantes debian cursar siete asignaturas co-
munes a todas las especialidades mas otras siete troncales de es-
pecialidad, en donde encontramos la asignatura Desarrollo del
Pensamiento Matemadtico y su Diddctica, con 6 créditos y adscri-
ta al drea de conocimiento de Diddctica de la Matemadtica. Con
relacion al contenido de la asignatura, las directrices nacionales
solo detallan que incluira «contenidos, recursos metodologicos y
materiales en el desarrollo del pensamiento matematico» (MEC,
1991, p. 33006). Aunque, segun Ruiz (1997), citado por Penalva
(1998), habia un predominio de temas relacionados con el len-
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guaje matematico, el namero y las operaciones aritméticas, asi
como contenidos de geometria y medida. Algunos ejemplos de
actividades que debian de realizar los alumnos de la Universidad
de Alicante segtin (Penalva, 1998) se presentan en la tabla 2:

Tabla 2. Actividades desarrolladas en la asignatura Desarrollo del Pensa-
miento Matematico y su Didactica (Penalva, 1998, pp. 126-127).

Tipo Actividad

Desarrollo de  En el conjunto de los bloques l6gicos de Dienes, se conside-

contenidos ra la relacion «tener la misma forma y ser del mismo tamano
que». Comprueba que dicha relacién es una relacién binaria
de equivalencia y describa la particion resultante.

Lecturas criti- - Moreno, L. y Waldegg, G. (1992). Constructivismo y edu-

cas y com- caciéon matemadtica. Educacion Matemdtica, 4(2), 7-15.
prensivas - Rico, L. (1995). Conocimiento numeérico y formacion del profe-
sorado.

Resolucion de - Calcule la suma de los cien primeros niimeros naturales no
problemas nulos. ;Qué vale la suma de los cien siguientes?
- Antonio, Juan y Pedro van de excursion, Antonio lleva tres
pizzas y Juan dos. Pedro que no lleva ninguna paga 900
pesetas. ;Como se reparten Antonio y Juan las 900 pesetas,
si las cinco pizzas costaron todas lo mismo y ninguno de
los tres sale perjudicado comiendo todos lo mismo?
(XI Torneo de Matematicas, Sociedad Canaria Isaac
Newton, 1995).

Propuesta di- Actividad en grupo sobre el tema «El ordenador y la calcula-

dactica dora como instrumentos de aprendizaje de las Matematicas».
Los apartados a desarrollar son presentacion, justificacion de
la propuesta, objetivos, contenidos, metodologia, ventajas
didacticas, dificultades de aprendizaje, actividades, recursos y
materiales, y bibliografia.

Ademads de la asignatura Desarrollo del Pensamiento Mate-
matico y su Didactica, en algunos casos existia una segunda de
caracter obligatorio de universidad, como en la Universidad de
Granada la asignatura Educacion Matematica Infantil, o, en la
Universidad de Alicante, de Aprendizaje de la Geometria.

8. Evolucion histdrica de las matematicas en la formacion de los maestros de Educacion...

167



4. El siglo xxI: periodo de La Ley
Organica de Universidades

La Ley Orgénica 6/2001 de Universidades, aprobada el 20 de di-
ciembre de 2001, reform¢ la estructura y el funcionamiento de la
educacion universitaria por el Parlamento espanol. Durante este
periodo, se inici6 un proceso de cambio para adaptar la formacién
de maestros al Espacio Europeo de Educacion Superior. Esto supu-
so modificaciones sustanciales, como que todas las titulaciones
universitarias pasasen a ser grados de 4 anos (por lo que se equipa-
raron las antiguas diplomaturas y licenciaturas) o contemplar una
perspectiva curricular basada en competencias que la sociedad re-
clama a los profesionales. Ademads, en este nuevo plan desapare-
cen las anteriores especialidades, simplificindolas a Grado de
Educacién Primaria (existiendo diversas menciones como Profun-
dizacion en el curriculo basico o Educacion Fisica, las cuales de-
penden de cada universidad) y Grado de Educacién Infantil.

A nivel nacional, las directrices establecen el niimero de crédi-
tos del titulo universitario y su reparto entre los distintos modu-
los: formacion basica 100 ECTS? (Procesos educativos, aprendi-
zaje y desarrollo de la personalidad, Dificultades de aprendizaje
y trastornos del desarrollo, Sociedad, familia y escuela, Infancia,
salud y alimentacion, Organizacién del espacio escolar, materia-
les y habilidades docentes, Observacién sistematica y analisis de
contextos, La escuela de Educacion Infantil), formacion didécti-
co disciplinar 60 ECTS (Aprendizaje de las Ciencias de la Natura-
leza, de las Ciencias Sociales y de la Matematica, Aprendizaje de
Lenguas y Lectoescritura, Musica, expresion plastica y corporal) y
practicum 50 ECTS (practicas escolares, incluyendo el Trabajo
Fin de Grado). Ademas, dentro de este nivel de concrecion se es-
tablecen por el Ministerio de Educacién y Ciencia (MEC) las
competencias que han de adquirir los futuros maestros, entre las
que se encuentran tres competencias relativas a su formacién
matemadtica (MEC, 2007, p. 53537):

3. Lassiglas ECTS (European Credit Transfer and Accumulation System) reflejan el
sistema de créditos a través del trabajo que deberan completar los alumnos para poder
superar su plan de estudios. Esta estimacion también contempla el tiempo de estudio
personal, tutorias, desarrollo de practicas, proyectos, etc., aspectos no contemplados en
el anterior sistema de créditos en que solo se tenia en cuenta la carga lectiva docente.
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Conocer los fundamentos cientificos, matematicos y tecnolégicos
del curriculo de esta etapa, asi como las teorias sobre la adquisicion
y desarrollo de los aprendizajes correspondientes. Conocer estrate-
gias diddcticas para desarrollar representaciones numéricas y nocio-
nes espaciales, geométricas y de desarrollo 16gico. Comprender las
matematicas como conocimiento sociocultural.

A nivel institucional, las universidades concretan las directri-
ces nacionales a través del diseno y la estructura del plan de estu-
dios, asi como los descriptores y créditos propios de cada mate-
ria. En este sentido, las universidades tienen mayor libertad que
en planes anteriores. Por ejemplo, en el caso de la formacién
matemadtica, a nivel nacional solo se delimita que se han de re-
partir 60 ECTS entre los distintos modulos didactico disciplina-
res, y algunas competencias generales, por lo que cada universi-
dad establece tanto el nimero de asignaturas como su disefo.
Esto provoca que, aunque la titulaciéon haya aumentado en nu-
mero de anos y créditos, la formacion matemadtica se ha visto
mermada con respecto a los planes anteriores.

5. Conclusiones

En Espana, la formacién de los maestros encargados de la educa-
ci6én de los nifios menores de 6 anos ha tenido un largo y lento
crecimiento (Diego-Pérez y Gonzalez, 2009). En diversas ocasio-
nes a lo largo de la historia, no ha sido reconocida a nivel oficial
como lo ha sido la formacién de maestros de Educacién Prima-
ria. Este hecho sumado a ciertas concepciones erréneas como
que cualquier persona medianamente culta puede impartir las
matematicas en Infantil o que los nifios en estas edades no tie-
nen capacidad para adquirir conocimiento matematico (Castroy
Castro, 2016) ha provocado que la formacién en areas especifi-
cas, como la Diddctica de la Matematica, haya tenido escasa pre-
sencia.

En general, la formacién matematica de los maestros de In-
fantil ha estado influenciada por los movimientos de la época
como el método de Frobel en el siglo Xix o las teorias de Piaget
en la segunda mitad del siglo XX. Actualmente, a diferencia de
planes anteriores, como el plan del 71 o del 92, donde las direc-
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trices nacionales delimitaban las asignaturas del drea a impartiry
sus créditos, las directrices son demasiado abiertas y cada univer-
sidad tiene libertad para determinar el tipo de asignatura y los
créditos correspondientes, por lo que la formacién matemadtica
de los maestros de Educacion Infantil depende de la universidad
en la que se haya obtenido el titulo universitario.
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Modificacion de una tarea de un libro
de texto sobre longitud por futuros
maestros de Educacion Primaria

Textbook Task Modification on Length
by Prospective Primary Teachers

JOSE A. FERNANDEZ-PLAZA Y ESPERANZA LOPEZ CENTELLA
Universidad de Granada

Resumen

En este capitulo estudiamos los modos en que futuros maestros de Educacién
Primaria transforman una tarea sobre longitud, procedente de un libro de tex-
to, en una secuencia de tareas sobre dicho tdpico. Para ello, analizamos las
respuestas de 35 estudiantes del tercer curso del Grado en Educacion Primaria
de la Universidad de Granada a un cuestionario en soporte papel disefiado con
este fin. Con base en un sistema de categorias inspirado en el Analisis de Ins-
truccion del Analisis Didactico y en estudios previos, caracterizamos las pro-
puestas de tareas de los estudiantes en términos de las acciones que involu-
cran, discutimos la correspondencia entre estas y las metas de tarea declaradas
por ellos, y describimos las debilidades en el planteamiento de dichas tareas.

Palabras clave: disefio de tareas, futuros maestros de Educacion Primaria, lon-
gitud, errores

Abstract

In this chapter we study the ways in which future Primary Education teachers
transform a task on length, from a textbook, into a sequence of tasks on that
topic. We analysed the responses of 35 students in the third year of the Degree
in Primary Education at the University of Granada to a pencil and paper-based
questionnaire designed for this purpose. Based on a category system inspired
by the Instructional Analysis of Didactic Analysis and in previous studies, we
characterize the students' task proposals in terms of the actions they involve,
we discuss the correspondence between these task and the task goals declared
by the students, and we describe the weaknesses in the design of these tasks.

| 173



Keywords: task design, prospective primary education teachers, length, mis-
takes

1. Introduccion

Entre las competencias profesionales del profesorado de mate-
maticas de cualquier nivel educativo destaca, por su particular
importancia, aquella para la seleccién, diseno y modificacion de
tareas. En ella intervienen las cinco componentes del Analisis
Didactico (Lupidfiez y Rico, 2008; Marin, 2013): el andlisis con-
ceptual, el analisis de contenido, el analisis cognitivo, el analisis
de instruccion y el andlisis de evaluacion. En particular, la for-
macién y el ejercicio del futuro profesorado de Educacién Pri-
maria en la modificacion de tareas de libro de texto contribuye a
su propio distanciamiento de la praxis de uso pasivo de dicho
recurso como fuente exclusiva de tareas (Lee et al., 2019; Thomp-
son, 2012). Esto favorece la percepcion de si mismo como profe-
sional reflexivo y critico (Flores, 2007; Jones y Pepin, 2016), con
capacidad y autonomia para adaptar y disenar propuestas educa-
tivas segtin sus objetivos diddcticos, convenientemente orienta-
dos al desarrollo del sentido matematico (Ruiz-Hidalgo et al.,
2019). En este capitulo presentamos una investigacion cualitati-
va, de cardcter descriptivo y exploratorio, sobre los modos en
que futuros maestros de Educacion Primaria transforman una
tarea sobre longitud, procedente de un libro de texto (Alonso
et al., 2015), en una secuencia de tareas sobre dicho tépico. Para
ello establecemos los siguientes objetivos especificos de investi-
gacion:

1. Identificar las acciones demandadas por los futuros maestros
de Educacion Primaria en sus propuestas de tareas a partir de
la tarea presentada.

2. Describir las deficiencias y errores cometidos en sus propuestas.

3. Estudiar el grado de coherencia entre las acciones de las tareas
propuestas y los objetivos declarados en ellas.
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2. Antecedentes y marco tedrico

A continuacién, presentamos los conceptos clave de nuestro es-
tudio: andlisis diddctico, tareas y modificacion de tareas, deficiencias
en el disefio de tareas y sentido de la medida.

2.1. Analisis didactico

Siguiendo la definicién de Rico (2016), entendemos por andlisis
diddctico de un contenido matemadtico escolar:

[...] un método para escudrinar, estructurar e interpretar, dentro de
un marco curricular, los contenidos didacticos de las matematicas
escolares, con el propésito de su planificacion, su implementacién
en el aula y su evaluacion. (p. 95)

De los cinco analisis (conceptual, de contenido, cognitivo, de
instruccion y evaluativo) que vertebran este método, es el andli-
sis de instruccion el destinado a la planificacién e implementa-
cién de la ensefianza de las matemadticas a través de la seleccion 'y
el disefio de tareas y secuencias didacticas, de la organizacion del
trabajo en el aula y del uso de materiales y recursos. En particu-
lar, centramos la atencion en el disefio y modificacion de tareas
matematicas escolares al resultar de crucial importancia en el de-
sarrollo profesional del profesorado de matematicas.

2.2. Tarea y modificacion de tareas
De acuerdo con Moreno y Ramirez (2016):

Una tarea escolar es una propuesta para el alumno, que solicita su
actividad en relacién con las matemdticas y que el profesor planifica
como oferta intencional para el aprendizaje o como instrumento
para evaluacion del aprendizaje. (p. 244)

Una tarea queda caracterizada por su formulacién, objetivos
diddcticos o meta, contexto, materiales y recursos, agrupamien-
tos, temporalidad, complejidad, etc. (Gémez y Romero, 2015).

Bajo la consideracién de diversas investigaciones sobre modi-
ficacion de tareas (Fernandez-Plaza y Canadas, 2019; Gémez y
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Romero, 2015; Jones y Pepin, 2016; Lee et al., 2019; Thompson,
2012), en este estudio concebimos la modificacion de una tarea
como la obtencion de una nueva tarea a partir de la alteracién y
preservacion de uno o mas elementos de la primera.

2.3. Deficiencias en el disefio de tareas

En este trabajo entendemos por deficiencias de tarea aquellos
errores (incorrecciones observables) en su disefio que ponen de
relieve concepciones, aproximaciones didacticas o comunicati-
vas equivocadas o inapropiadas. Seguin su naturaleza, distingui-
mos: errores conceptuales, referidos al dominio del contenido ma-
tematico, a saber: nociones, procedimientos, relaciones y aplica-
ciones; errores diddcticos, referidos al diseno, planteamiento y
formulacién de la tarea, la suficiencia de la informacién propor-
cionada en ella para abordar sus cuestiones, la idoneidad del or-
den de sus enunciados, la correspondencia entre los objetivos y
la meta de la tarea declarados y la adecuacién de las representa-
ciones utilizadas en su enunciado; y errores de expresion, aquellos
relacionados con el lenguaje empleado en la comunicacién de
conceptos e ideas, su desambiguacién y uso de vocabulario apro-
piado.

2.4. El sentido de la medida

En el marco del sentido matemadtico, que expresa y concreta las
formas de conocer, comprender y usar en contexto las matemati-
cas elementales de cada bloque curricular (Lupidnez y Rico,
2008), entendemos el sentido de la medida (Moreno et al., 2015)
como los diversos procesos cognitivos implicados en la medi-
cién de una magnitud. Este se caracteriza a través de sus compo-
nentes: reconocimiento de cualidades comparables y medibles (com-
paracién y ordenacion de objetos segtin sus cualidades medibles,
establecimiento de equivalencias), comprension del proceso de me-
dir (seleccién de la unidad de medida, uso de unidades estanda-
res y no estandares, utilizacion de instrumentos de medida) y
desarrollo de estrategias de estimacion y aproximacion de medida.
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3. Método

Se trata de una investigacion cualitativa, de caracter exploratorio
y descriptivo (Erickson, 1986). A continuacion, precisamos las
caracteristicas particulares del método.

3.1. Participantes

En este estudio han participado 35 estudiantes del tercer curso
del Grado en Educacion Primaria de la Universidad de Granada,
seleccionados de manera intencional. Con anterioridad al desa-
rrollo del estudio, los participantes habian recibido formacion
sobre el disefio de tareas matemadticas y la enseflanza y aprendi-
zaje de magnitudes (Gémez y Romero, 2015; Moreno et al.,
2015) en el marco del plan de estudios de dicha titulaciéon uni-
versitaria.

3.2. Disefo del cuestionario y recogida de datos

Dentro de una investigacién mds amplia, se disefi6 el cuestiona-
rio de tres items mostrado en la figura 1. Este fue presentado en
formato papel a los participantes bajo la instrucciéon de comple-
tarlo de manera individual durante una sesion de 2,5 horas en el
curso académico 2017-2018.

De acuerdo con los objetivos de investigacion del presente
trabajo, analizamos las producciones escritas de los participantes
en respuesta al item ¢ del cuestionario, sobre la modificacion de
la tarea presentada (extraida de Alonso et al., 2015, p. 79).

4. Analisis de datos

Con el fin de garantizar la anonimidad del alumnado partici-
pante en el estudio se han empleado las etiquetas Ei con i =
1,...,35 para referir a sus producciones. De las 35 producciones
de los participantes, se registré6 una completamente en blanco
(E09). El método de andlisis de datos empleado es el andlisis de
contenido, considerando como unidades de andlisis los térmi-
nos clave e imagenes presentes en las producciones escritas de
los participantes.
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Las dimensiones que hemos analizado de las producciones
son las acciones involucradas en las tareas, las deficiencias en la
formulacién de estas, y la coherencia entre las acciones y los ob-
jetivos de aprendizaje declarados en las tareas. Este analisis se
lleva a cabo con base en un sistema de categorias a priori de las
acciones de tarea, inspiradas en las componentes del sentido de
la medida (Moreno et al., 2015), y de un sistema de categorias
establecidas a posteriori de las deficiencias y la coherencia.

En un libro de texto para 6° de primaria se ha seleccionado la siguiente actividad:
19 Un milimetro son 0,001 metros. ;O

longitud, en metros, tiene cada lapiz?

65 mm

==

(Tarea extraida de Alonso, Bernal, Ferrero y Martin (2015, p. 79))

a) Resuelve la actividad.

b) (Cual de los siguientes enunciados describe mejor la meta de la actividad? Marca la opcién y
Jjustifica tu respuesta.

O Emplear la regla para medir longitudes de objetos.

O Identificar la unidad de medida adecuada para expresar la longitud de un objeto.

O Transformar unas unidades de longitud en otras mediante las equivalencias usuales.
O Estimar la longitud de objetos.

O Transformar unas unidades de longitud en otras mediante las equivalencias usuales, una vez
identificada la unidad de medida adecuada.

¢) Modifica la actividad para disefiar una leccion de 45 minutos en términos de meta, formulacion,
materiales y recursos, agrupamientos, interacciones, temporalizacidon, funcidn, situaciones,
complejidad.

Figura 1. Cuestionario presentado a los participantes.

4.1. Acciones demandadas en las tareas

Se han considerado tiinicamente aquellas acciones expresadas
desde la perspectiva del docente y enunciadas de forma explicita
por los participantes en sus producciones escritas (o derivadas
directamente de sus explicaciones en los distintos elementos de
la tarea). Algunas categorias son divididas en subcategorias no
necesariamente excluyentes. A continuacién, se describen y
ejemplifican, a través de producciones particulares, las acciones
identificadas bajo estos criterios.
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Medir longitudes con referencia al objeto medido (objetos tangi-
bles, ilustraciones de objetos o distancias) [codificado como Me-
dir (Tipo de objeto)]. Ejemplo: «Medicion de varios objetos
de la clase (largo y ancho de un pupitre, mesa del profesor,
del marco de la puerta, del aula, de la pista de fatbol sala)»
(E17).

Medir longitudes con referencia al instrumento de medida (estan-
darizado o no) [Medir (Instrumento)]|. Ejemplos: «Coge tu re-
gla y mide dos objetos que tengas cerca. ;Cuanto miden en
metros?» (E01) / «Mide la longitud de la mesa teniendo como
unidad de medida tu lapiz» (E02).

Seleccionar instrumentos de medida de longitud (estandarizado o
no) [Seleccionar instrumentos|. Ejemplo: «;Qué utensilio uti-
lizamos para medir un boligrafo? ;Qué utensilio utilizamos
para medirnos?» (E07).

Seleccionar unidades de longitud (estdndares o no estdndares) [Se-
leccionar unidades de medida]. Ejemplo: «Indica, en cada
caso, qué unidad de medida elegirias para medir los siguien-
tes objetos: metro, centimetro, decimetro o milimetro. 1. La-
piz, 2. Tu clase, 3. Tu sacapuntas, 4. Pata de la mesa» (E12).
Convertir unidades de longitud (en contexto o descontextualizadas)
[Convertir unidades de medida]. Ejemplo: «Transformar las
unidades de longitud a las indicadas, sabiendo que 1 metro son

1000 milimetros: 5m=.. mm; 10dm =... m; 30 cm = ... dm;
48 mm=..cm; 83 cm=..m; 21l mm-=..dm; 65m=... cm»
(E04).

Estimar longitudes de objetos [Estimar]|. Ejemplo: «Estima la
longitud de los siguientes objetos de la clase: alto de la silla,
largo de la pizarra, alto de la papelera» (E05).

Comparar objetos reales o sus representaciones segiin sus medidas
de longitud [Comparar]|. Ejemplo: «Maria compré un lapiz a
principio de curso que media 13 mm y su amiga tenia otro
lapiz que media 0,009 m. ;Qué lapiz mide mds? Compara
ahora tu ldpiz y el de tu companera y midelos» (E11).
Identificar unidades de medida en un texto escrito [Unidades de
medida en textos]. Ejemplo: «En esta actividad vamos a leer
una historia donde se emplean situaciones reales de las uni-
dades de longitud. De esta manera se familiarizan con las
unidades y van viendo qué elementos son los mas adecuados
para usar una unidad u otra. Juan anda 2 km hasta el colegio, en

9. Modificacion de una tarea de un libro de texto sobre longitud por futuros maestros...

179



su clase de matemadticas usa una regla de 30 cm para medir la lon-

gitud de un ldpiz. Al dia siguiente usan un metro para medirse en-

tre ellos. Juan al descubrir las unidades de longitud comienza a

contar cudntos pasos hay hasta su casa. ;Qué unidades de medida

han aparecido en el texto?» (E07).
e Disefiar/Proponer. Esta categoria se subdivide en:

- Objetos/itinerarios de longitud comprendida en un inter-
valo. Ejemplo: «Pon ejemplo de objetos que puedan tener
dichas medidas: 163 mm, 0,7 m, 13 cm, 24,2 cm, 129 m,
1,73 m, 33 cm» (E12). / «Ahora, disena tu propio ldpiz,
que sea mayor que el lapiz 1 y menor que el ldpiz 2» [Refi-
riéndose a los dos lapices representados en la tarea origi-
nal| (E25).

- Situaciones relacionadas con unidades de medida de longi-
tud. Ejemplo: «Haria un debate con explicacién visual, gra-
fica u oral de cada grupo explicando su ejercicio y como
pueden ellos mostrarme que lo han entendido con ejem-
plos que ellos se inventen usando la unidad de medida de
forma correcta» (E13).

- Instrumento de medida. Ejemplo: «Se le pedira a cada uno
de los alumnos que traigan a clase una cuerda fina de unos
2 0 3 metros de longitud facil de manejar. También si es
posible una regla para medir lo mads larga posible. Al prin-
cipio de la actividad deberan convertir el cordén en una
regla casera marcando a lo largo de este una recta numérica
para asi poderlo utilizar como objeto de medida» (E23).

e Representar. Esta categoria se subdivide en:

- Unidades de medida en escalera. Ejemplo: «Escribe la esca-
lera de medidas y encuentra una relacion que hay para pa-
sar de una unidad a otra» (E19).

- Valores de medidas en recta numérica. Ejemplo: «Tendran
que representar en la recta numérica algunas de las medi-
das que antes les hemos mostrado, y algunas mas. Poste-
riormente tendran que comparar las rectas numéricas y de-
cidir cual es la mas adecuada para representar las longitu-
des aportadas por el profesor» (E13).

e Operar con medidas de longitud. Esta categoria se subdivide en:

- Sumar. Ejemplo: «Un metro son 1000 mm. Teniendo en
cuenta que el lapiz b mide 50 mm mads que el a. ;Cuantos
metros mide el lapiz b?» (E28).
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- Restar. Ejemplo: «Antonio media en 2015 120 cm y en
2018 128 cm. ;Cudntos cm ha crecido Antonio?» (E11).

- Expresar una medida de longitud en forma compleja. Ejem-
plo: «Cuando el profesor dice una longitud los alumnos
deben representarla, en la tabla y con las fichas de nime-
ros. Ejemplo: 230 mm, 2 m - 3 cm - 0 mm» (EO1).

- Disminuir el error de medida. Ejemplo: «Con la informa-
cién proporcionada en el libro, ;cuantos lapices del estilo o
medida 2 mide tu cuerpo? ;En qué medida lo expresarias?
;Qué ldpiz usariamos para medir algo con mayor exacti-
tud? Explica por qué» (E10).

4.2. Deficiencias identificadas en el disefio de tareas

Respecto al analisis de errores y deficiencias en el disefio de las
tareas, se establecieron tres grandes categorias:

e Errores conceptuales

- Concepcién errénea sobre la idoneidad de uso de unidades
de medida. Ejemplo: «Pon ejemplos para utilizar la medida
en mm. Debate con tus companeros por qué es mejor me-
dir en metros» (E16). Propuesta de solucion por dicha par-
ticipante: «Medida de la longitud de una hormiga. Es mejor
medir en metros, porque es la medida del sistema interna-
cional».

- Confusion de conceptos como el de escala en el plano con el
de equivalencia entre unidades de medida de longitud. Ejem-
plo: «a) Imagina que este es el plano de tu ciudad y quieres
saber la distancia que recorres cuando vas al colegio.
;Como lo harifas? Un centimetro en el mapa son 10 metros
en la realidad» (E34).

- Uso de unidad de medida incorrecta para la magnitud indi-
cada. Ejemplo: «;Cudl es el perimetro y drea de tu mesa?
Expresa el resultado en metros» (E23).

- Error en la conversion de unidades de medida de longi-
tud. Ejemplo: «Un metro son 0,01 cm, mide a tu compane-
ro y apunta su longitud en metros. Companero Daniel =
1,37 m = 0,0137 cm» (E07).

- Arbitrariedad en el establecimiento de equivalencias entre
unidades de medida de longitud. Ejemplo: «Un milimetro
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son 0,001 m, ;qué longitud en metros tiene cada lapiz? (a)
;Y si son 0,003 metros? ;Qué longitud seria?» (E21).

No precisar la dimension a la que refiere la medida de lon-
gitud de un objeto. Ejemplo: «Se presentan delante de la
clase diferentes cosas como un ldpiz, una regla de 15 cm,
la longitud de un libro, la longitud de una mesa, la longi-
tud de una goma» (E20).

No precisar la magnitud a la que refiere una medida.
Ejemplo: «;Qué utensilio utilizamos para medir un boli-
grafo? ;Qué utensilio utilizamos para medirnos?» (E07) /
«Compara que objetos es el mayor entre los siguientes»
(E29).

Ignorar el efecto de la disposicion de los objetos en la me-
dida de longitudes conjuntas. Ejemplo: «;Qué objeto sera
mads largo en decimetros, el lapiz y el boligrafo juntos o la
calculadora y el sacapuntas juntos?» (E09).

e Errores diddcticos

Cambios de unidades poco apropiados. Ejemplo: «Medir el
perchero y lo deberan pasar a km» (E26).
Informacién/instrucciones insuficientes. Ejemplo: «Con la
ayuda del plano del centro, busca las figuras marcadas y
mide con la ayuda de una cinta métrica el largo de cada fi-
gura» [No se proporciona ningtan plano ni informacién
acerca de las figuras mencionadas] (E32).

Orden inapropiado de enunciados. Ejemplo: «1. Usa una
regla para medir: el libro de matematicas; el lapiz; la agen-
da. 2. Estima sin usar la regla y compruébalo posteriormen-
te» (E14).

Asignacién de medidas poco realistas a objetos cotidianos.
Ejemplo: «;Qué longitud tiene cada objeto?» [Se muestra el
dibujo de una calculadora con una cota de 8 dm de largo]
(E04).

Error en el orden (segtin orden de magnitud) de las unida-
des de longitud del Sistema Internacional de Unidades en
su «representacion en escalera». Ejemplo: «Realiza en tu
cuaderno la escala de unidades de medida. Solucion: mm -
dm - cm - m - dam - hm - km» (E33).

Inadvertir la suficiencia de una dnica relacién entre dos
unidades de medida de longitud para establecer su equiva-
lencia. Ejemplo: «Un milimetro son 0,001 metros y 10 mm
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son 0,010 metros. ;Qué longitud, en metros y centimetros,
tiene cada lapiz?» (E22).

- No usar la escala natural en la representaciéon de un objeto
siendo posible. Ejemplo: «Antonio tiene un lapiz que mide
0,085 metros y Juan tiene un boligrafo que mide 85 mm.
;Cual de los dos objetos tiene mayor longitud?» [Se mues-
tra un dibujo de ambos lapices, con una largura de unos 3
cm cada uno, con las respectivas cotas de sus larguras, de
0,085 my 85 mm] (E31).

- Incoherencia entre la meta y la accion declaradas en la ta-
rea. Esta categoria serd descrita en detalle en el estudio del
grado de coherencia mostrado en la siguiente seccién.

e Errores de expresion

- Comunicacién imprecisa de idea. Ejemplo: «A la hora de
medir el cuerpo, lo hariamos con la regla, pero usando la
medida del lapiz» (E10).

- Uso de término inapropiado. Ejemplo: «Calcularemos su
longitud con una regla» (E30).

4.3. Coherencia entre las acciones demandadas
y los objetivos declarados en las tareas

Se han empleado los siguientes descriptores (refiriendo a los ob-
jetivos satisfechos por las acciones): coherencia plena (las accio-
nes propuestas satisfacen todos los objetivos didacticos declara-
dos y ninguno mas); satisfaccion de los objetivos declarados y objeti-
vos no declarados (las acciones propuestas satisfacen todos los
objetivos didacticos declarados y otros no declarados); satisfac-
cion de solo algunos de los objetivos declarados (las acciones pro-
puestas satisfacen algunos, pero no todos los objetivos didacti-
cos declarados); satisfaccion de objetivos no declarados y solo algunos
de los objetivos declarados (las acciones propuestas satisfacen algu-
nos, pero no todos los objetivos didacticos declarados y otros no
declarados) y coherencia nula (las acciones propuestas no satisfa-
cen ninguno de los objetivos didacticos declarados). Por razones
de espacio, se han omitido ejemplos de cada una de estas catego-
rias.

9. Modificacion de una tarea de un libro de texto sobre longitud por futuros maestros... | 183



5. Resultados y discusion

A continuacién, presentamos los resultados del estudio organi-
zados en tres secciones correspondientes a nuestros objetivos de
investigacion: la identificaciéon de acciones demandadas en las
tareas, la descripcion de errores cometidos en su disefio y el estu-
dio de la coherencia entre las acciones y los objetivos de tarea
declarados en ellas. Las frecuencias absolutas y relativas sobre las
acciones y deficiencias indicadas refieren al total de participantes
(cada una es contada, en su caso y a lo sumo, una sola vez, con
independencia del nimero de veces que sea evidenciada en la
produccién de un mismo participante).

5.1. Acciones de tarea identificadas

Como reflejan los datos de la tabla 1, de un total de 35 partici-
pantes, la accién mas demandada en las propuestas de modifica-
cion de la tarea presentada y de disefio de una leccion sobre lon-
gitud es la conversion de unidades de longitud (26). La mayor
parte de ellos (26) proporcioné un contexto para las conversio-
nes y solo algunos (6) solicitaron cambios de unidades en medi-
das de longitud descontextualizadas. En segundo lugar, destaca
la medicién, bien referida al tipo de objeto (22) o al instrumen-
to de medida (20), tratdndose en su mayoria de mediciones es-
tandarizadas (19) y de longitudes de objetos cotidianos (18).
No obstante, también hay quienes proponen modos no estanda-
rizados de medir (6) y la medida de distancias en el exterior (4),
asi como de longitudes determinadas de ilustraciones (3). Fre-
cuentemente, tanto la unidad de medida como el instrumento
para llevarla a cabo son indicados por los participantes en sus
enunciados de tareas. La seleccion de la unidad mas adecuada es
demandada tinicamente por 11 participantes, reduciéndose a 3
la cantidad de participantes que solicita reflexién sobre la selec-
cion del instrumento de medida. La comparacién de medidas
también alcanza una considerable cuota de representatividad
(12) en las producciones de los participantes. En todos los casos
se trata de comparacion numérica de medidas de objetos (6) o
de representaciones pictoricas de estos (8), llamando la atencion
la ausencia de comparacion de medidas de forma visual. Las
operaciones de suma y resta de medidas (3 y 6, respectivamente)

184 | Investigacion en Educacion Matematica



suelen hacer aparicion en forma de problemas aditivos de com-
paracion donde las cantidades involucradas son medidas de lon-
gitud. Acciones de cardcter mds abierto como el disefio y pro-
puesta de objetos o itinerarios de longitud comprendida en un
intervalo resultan menos evidenciadas (7).

Tabla 1. Acciones identificadas en las tareas disefiadas por los futuros

maestros.

Categoria Subcategoria Frecuencia y porcentaje
(N =35)
Medir Ilustraciones 3(8,6%) 22(62,9%)

(Tipo de objeto)

Objetos cotidianos/Perso-
nas

18 (51,4 %)

Distancias

4 (11,4%)

Medir (Instrumen-
to)

Estandarizado

19 (54,3 %)

20 (57,1 %)

No estandarizado 6 (14,3 %)
Seleccionar instru- Estandarizados 2 (5,7%) 3 (8,6%)
mentos .
No estandarizados 2 (5,7 %)
Seleccionar uni- Estandarizada 10 (28,6%) 11 (31,4%)
dad de medida :
No Estandarizada 3 (8,6 %)
Convertir unida-  Contextualizadas 27 (77,2%) 26 (74,3)
des de medida ;
No contextualizadas 6 (17,1%)
Estimar Objetos cotidianos 6(17,1%) 6(17,1%)
Comparar Objeto real 6(17,1%) 12 (34,3%)
Representaciones pictéricas 8 (22,9 %)
Identificar Unidades de medida en tex- 1 (2,9 %) 1(2,9%)

tos
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Disenar/Proponer Objetos/itinerarios de lon- 5 (14,3 %) 7 (20%)
gitud dada o comprendida
en intervalo

Situaciones relacionadas 1(2,9%)
con unidades de medida de
longitud
Instrumentos de medida 1(2,9%)
Representar Unidades de medidaenes-  5(14,3%) 6 (17,1%)
calera
Recta numérica 1(2,9%)
Operar Suma 3(8,6%) 10 (28,6%)
Resta 6(17,1%)
Error de medida 1(2,9%)
Descomponer 1(2,9%)

5.2. Deficiencias de tarea identificadas

Como se aprecia en la tabla 2, las deficiencias mas frecuentes en
las tareas de los participantes son de tipo didactico y conceptual,
cometiendo mas de la mitad de los participantes errores de cada
uno de estos tipos. Entre los errores conceptuales, predomina la
omisién de la dimension de longitud del objeto al que refiere
una medicion o intencién de medir, ligado en numerosas oca-
siones a la omision de la magnitud misma a la que refiere la ac-
cion de medir. Con relacion a los errores didacticos, destaca la
consideraciéon de unidades poco apropiadas en las conversiones
de unidades referidas a longitudes contextualizadas, asi como la
insuficiencia de la informacién provista en la formulacién de
la tarea para dar respuesta a las cuestiones planteadas. Respecto a
los errores lingiiisticos, resalta la imprecision en el lenguaje em-
pleado en los enunciados de las tareas.
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Tabla 2. Deficiencias identificadas en las tareas planteadas por los parti-
cipantes.

Categoria  Subcategoria Frecuencia y
porcentaje
(N =35)

Conceptual No precisar la dimension de medida de longitud 11 (31,4 %)
19 (54,3 %)

No precisar la magnitud de medida 10 (28,6 %)
Arbitrariedad en el establecimiento de equiva- 3 (8,6%)
lencias

Error en la conversién de unidades de medida 2 (5,7%)
Concepcidn errénea sobre la idoneidad de uso 1(2,9%)

de unidades de medida

Confusion de conceptos (escala y equivalencia de 1(2,9%)
unidades)
Unidad de medida incorrecta para la magnitud 1(2,9%)
indicada

Ignorar el efecto de la disposicion de los objetos 1 (2,9%)
en la medida de longitudes conjuntas

Didactico  Conversiones entre unidades poco apropiadas 8 (22,9%)
20 (57,1%)

Informacién/Instrucciones insuficientes 5 (14,3 %)

Asignacién de medidas poco realistas a objetos 4 (11,4%)

cotidianos

Inadvertir equivalencia entre igualdades de me- 2 (5,7%)
dida

Orden inapropiado de enunciados 1(2,9%)
No usar escala natural en una representacion 1(2,9%)

siendo posible

Incoherencia entre accion y objetivos de tarea 25 (71,4%)
declarados

Error en el orden de unidades de medida (escalera) 1 (2,9 %)

Linglistico  Error de expresion 5 (14,3 %)
13 (37,1%) " .
Vocabulario impreciso 5(14,3%)
Término inapropiado 5 (14,3 %)
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5.3. Coherencia observada entre los
objetivos y las acciones de tareas

Los datos de la tabla 3 reflejan que casi tres cuartas partes de los
participantes evidenciaron algin grado de incoherencia entre
los objetivos declarados y las acciones demandadas, reduciéndo-
se a un cuarto la parte de participantes que mostré una coheren-
cia plena entre ellos. Dado que en sus producciones plantean, en
primer lugar, los objetivos y, en segundo, los enunciados de sus
tareas, este resultado apela a su capacidad para ajustar el diseno
de la tarea a sus intenciones didacticas y reconocer la correspon-
dencia entre las acciones demandadas y los objetivos sobre los
que estas trabajan.

Tabla 3. Coherencia entre acciones y objetivos especificos declarados

Categoria Frecuencia y porcentaje (N = 35)
Coherencia plena 9 (25,7 %)

Declarados y no declarados 11 (31,4 %)

Solo algunos declarados 5(14,3%)

Solo algunos declarados y no declarados 6 (17,1 %)

Coherencia nula 3 (8,6%)

6. Conclusiones

En este capitulo hemos analizado cualitativamente las tareas
propuestas por futuros maestros con base en la modificacion de
una tarea sobre longitud procedente de un libro de texto, basan-
do nuestro analisis en las acciones demandadas en las tareas, las
deficiencias en su diseno y el grado de coherencia entre los obje-
tivos declarados y las acciones. En relacion con la primera de es-
tas dimensiones, destacamos la diversidad de acciones diddacticas
implicadas en la formulacion de las tareas. La frecuencia de cada
una de ellas revela un énfasis por parte de los participantes en
acciones de cardcter procedimental («medir») o algoritmico
(«convertir unidades»), predominando sobre aquellas de mayor
caracter reflexivo y creativo («disenar itinerarios de longitud
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dada»). En segundo lugar, el examen de las deficiencias nos ha
permitido describir errores conceptuales, didacticos y de expre-
sién que ponen de relieve carencias en los contenidos matemati-
cos acerca de la medida y de la magnitud longitud, asi como de
su diddctica. Estos manifiestan la necesidad de una especial aten-
cién al diseno de tareas en la formacion de futuros docentes de
Educacién Primaria. Por dltimo, con relacién al grado de cohe-
rencia entre los objetivos didacticos indicados por los participan-
tes y las acciones demandadas en sus tareas, detectamos algiin
tipo de incoherencia en la mayoria de las propuestas. Cabe men-
cionar, ademas, la dificultad evidenciada por algunos participan-
tes para distinguir un objetivo de aprendizaje de un objetivo de
ensenanza (DeLong et al., 2005), jugando esta distincién un pa-
pel fundamental en la competencia profesional del profesorado.
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Resumen

La pandemia producida por el virus SARS-CoV-2 cambi¢ la forma en la que
profesores y estudiantes interactian durante el desarrollo de sus actividades
escolares. El modelo del analisis didactico se concibié para una situacién en la
que las clases se implementan de manera presencial: la mayor parte del proce-
so de aprendizaje y ensefianza tiene lugar en el aula de clase. ;Qué implicacio-
nes tiene la modalidad virtual en la implementacién del modelo del analisis
didactico en el aula y qué aspectos del modelo se deben revisar? Con base en
la experiencia de cuatro grupos de profesores que disefiaron e implementaron
unidades didacticas en la modalidad virtual durante el confinamiento, en este
capitulo, abordamos estas cuestiones y mostramos que el modelo del analisis
didactico se puede adaptar a la modalidad virtual de aprendizaje y ensefianza
de las matematicas. Este proceso de adaptacion implica algunas oportunidades
y dificultades.

Palabras clave: analisis didactico, formacién de profesores, matematicas, vir-
tualidad

Abstract

The pandemic caused by the SARS-CoV-2 virus changed the way in which
teachers and students interact during the development of their school activi-
ties. The didactical analysis model was conceived for a situation in which
classes are implemented face-to-face: most of the learning and teaching pro-
cess takes place in the classroom. What implications does the virtual modality
have on the implementation of the didactical analysis model in the classroom
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and what aspects of the model should be revised? Based on the experience of
four groups of teachers who designed and implemented didactical units in a
virtual modality during confinement, in this chapter, we address these ques-
tions and show that the didactical analysis model can be adapted to the virtual
modality of learning and teaching mathematics. This adaptation process in-
volves some opportunities and difficulties.

Keywords: didactical analysis, mathematics, teacher training, virtuality

1. Introduccion

En la Universidad de los Andes (Bogotd, Colombia), la Maestria
en Educacion Matematica (MAD) que ofrecemos sigue de cerca
la version del modelo del anadlisis didactico que se concret6 en
Gomez (2018) y que hemos desarrollado en los dltimos quince
anos. Esta version del modelo del analisis diddctico aborda las
practicas de planificacion, implementacion y evaluaciéon de uni-
dades didacticas y presenta caracteristicas distintivas en los ana-
lisis de contenido (Canadas et al., 2018), cognitivo (Gonzalez y
Goémez, 2018), de instruccion (Goémez et al., 2018), de actuacién
(Romero y Gémez, 2018) y de datos (Marin y Gémez, 2018). En
los dltimos once anos, hemos formado 89 profesores en siete
cohortes. La octava cohorte de la maestria (que identificaremos
de aqui en adelante como MAD 8) inici6 en enero de 2020 y ter-
miné en diciembre de 2021. A diferencia de las cohortes anterio-
res, las circunstancias de confinamiento por covid-19 estableci-
das por el Gobierno colombiano en 2020 implicaron que los
grupos de profesores en formacion disenaran una unidad di-
dactica bajo esas circunstancias y la implementaran en abril de
2021. Los estudiantes estaban confinados en sus casas. Los pro-
fesores tuvieron que promover el aprendizaje de sus estudiantes
a distancia o en la virtualidad.

Los miembros del equipo académico de UED, el centro de
investigacion y formacion en Educacion Matematica de la Facul-
tad de Educacion de la Universidad de los Andes, constatamos, a
finales de 2020, que las circunstancias de confinamiento podian
generar dificultades para formadores, tutores y profesores en for-
macion. Siempre habiamos desarrollado la maestria en circuns-
tancias en las que los grupos de profesores en formacion imple-
mentaban su unidad diddctica en la modalidad presencial: pro-
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fesores y estudiantes podian interactuar en el aula. De cara a la
implementacion de las unidades didacticas de esta cohorte, el
equipo académico de UED decidi6é no introducir ningin cambio
en el diseno del programa. Esa situacién gener6 las siguientes
preguntas: ;pudieron estos grupos de profesores implementar
sus unidades didacticas como esperaban?; ;qué modificaciones
introdujeron en las técnicas curriculares que surgen del modelo
y que forman parte del disefio del plan de formacion?; y, de la
experiencia de estos grupos de profesores, ;qué conclusiones po-
demos sacar en relacién con la concepcién del modelo del anali-
sis diddctico y el disefio del programa?

En este capitulo, resenamos las reflexiones que realizamos al-
rededor de estas preguntas y mostramos como los cuatro grupos
de profesores en formacién de MAD 8 abordaron la implemen-
tacion de su unidad diddctica en circunstancias de confinamien-
to. En primer lugar, presentamos algunas reflexiones sobre el
modelo del andlisis didactico y el disefio de planes de formacién
basados en él. Buscamos distinguir aquellas cuestiones que son
propias del modelo (conceptos curriculares) de las que forman
parte del disefio del programa (prdcticas y técnicas curriculares).
Después describimos el estudio que realizamos con los grupos
de MAD 8 con el propésito de indagar sobre las adaptaciones
que ellos introdujeron al implementar su unidad didactica. Fi-
nalmente, discutimos sobre los resultados de ese estudio y pre-
sentamos algunas conclusiones.

2. Modelo del analisis didactico

En este apartado, abordamos tres cuestiones sobre el modelo del
analisis didactico: sus fundamentos, su estructura y la nocion de
concepto pedagogico. Los fundamentos tienen que ver con las fi-
nalidades del modelo, su caracter curricular y las visiones de las
matemadticas, su aprendizaje, su ensefianza y su evaluacion.

El modelo tiene una finalidad descriptiva. Pretende describir
la actuacion de un profesor ideal al planificar, implementar y
evaluar unidades didacticas sobre temas concretos de las mate-
maticas escolares. Esta descripcién permite establecer las compe-
tencias, conocimientos y habilidades que ese profesor ideal debe
tener para lograr ese proposito (Gomez, 2006; Gémez, 2007).
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Esta informacion se encuentra en la base del disefio de planes de
formacién de profesores de matemadticas como MAD (G6émez y
Gonzilez, 2013). Como base de programas de formacién de
profesores de matematicas, el modelo del andlisis didactico tiene
una finalidad practica: pretende proporcionar conceptos y técni-
cas curriculares que le permitan al profesor disenar, implemen-
tar y evaluar unidades didacticas que proporcionen las mejores
oportunidades de aprendizaje a los estudiantes (Gomez, 2014).
Su estructura se basa en las competencias de planificacién, im-
plementacién y evaluacidn, y en las cuatro dimensiones del cu-
rriculo: conceptual, cognitiva, formativa y social (Rico, 1997).
Finalmente, el modelo surge de una vision constructivista del
aprendizaje y la ensefianza de las matemadticas (Simon, 1995) y
una vision funcional de las matematicas (Rico y Lupidnez, 2008,
p- 95). Las matemadticas se consideran como una herramienta
para abordar y resolver problemas en diferentes situaciones.
Desde la perspectiva de la formacién de los estudiantes, las ma-
tematicas no son un fin en si mismas. Consideramos que los es-
tudiantes aprenden matematicas cuando, al abordar tareas com-
plejas que implican problemas contextualizados, ponen en jue-
go los conocimientos y destrezas que tienen disponibles,
interactiian y se comunican con otros estudiantes y con el profe-
sor, negocian significados, llegan a acuerdos sobre la solucion de
la tarea, y comunican y justifican su solucién (Gémez y Romero,
2015, p. 62). En este contexto, vemos al profesor como el res-
ponsable de disenar, implementar y evaluar oportunidades para
que los estudiantes puedan aprender. Consideramos la evalua-
cién como un proceso continuo de intercambio de informacién
que el profesor utiliza para mejorar esas oportunidades de apren-
dizaje.

Aunque el modelo inicial del analisis didactico estaba centra-
do en la competencia de planificacion (Gémez, 2007; Rico et al.,
2008), el trabajo que se ha realizado en la Universidad de los
Andes ha extendido el modelo a las tres competencias del pro-
fesor (Gomez, 2018). Los diferentes analisis del modelo estan
compuestos por conceptos pedagogicos.

Los conceptos pedagdgicos son herramientas conceptuales y meto-

doldgicas que guian la forma en que los profesores de matematicas
ponen en practica sus conocimientos. Con un concepto pedagogico
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determinado, el profesor puede analizar un tema y producir infor-
macion especifica sobre él que puede utilizar para planificar sus cla-
ses. (Gonzdlez y Gémez, 2014, p. 16)

Por ejemplo, los conceptos pedagdgicos que componen el
analisis de contenido son estructura conceptual, sistemas de re-
presentacion y fenomenologia.

3. Disefio de planes de formacion
con base en el modelo

En el apartado anterior describimos las cuestiones clave que sus-
tentan el modelo del analisis didactico. Esas reflexiones ponen
de manifiesto que es necesario distinguir el modelo, en si mis-
mo, de la implementacion del modelo en un plan de formacién
de profesores de matematicas. En este apartado, abordamos esa
segunda cuestion.

El modelo describe la actuacion de un profesor ideal y permi-
te establecer las competencias, conocimientos y habilidades ne-
cesarios para esa actuacion. Con base en esa informacion, se di-
sena un plan de formacién. Como es natural, ese diseno atiende
a las competencias y sigue las fases propuestas por los anadlisis
que componen el modelo, pero no es el modelo. El plan de for-
macion tiene un propdsito: proporcionar a los profesores en for-
macién conceptos y técnicas curriculares para que puedan ofre-
cer mejores oportunidades de aprendizaje a sus estudiantes.

En el caso de MAD, el programa esta estructurado en ocho
moédulos (dos médulos por semestre): nocién de curriculo en
matematicas, analisis de contenido, andlisis cognitivo, analisis
de instruccion, analisis de actuacion, analisis de datos, evalua-
cién de la planificacion e informe final. Cada médulo esta com-
puesto por cuatro actividades. Los médulos y las actividades tie-
nen unos propositos y abordan un contenido, con una metodo-
logia y un esquema de evaluacién. El contenido de los médulos
y las actividades se refieren tanto a los conceptos implicados en
los analisis del modelo (conceptos curriculares) como a los ins-
trumentos y técnicas que hemos diseiado para que los profeso-
res en formacion puedan realizar los analisis que se proponen
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(técnicas curriculares). De cierta manera, los conceptos y las téc-
nicas curriculares que usamos en MAD se refieren a dos espacios
diferentes: los conceptos forman parte del modelo y las técnicas
forman parte del disefio del plan de formacién. A continuacién,
describimos brevemente el programa.

Al inicio del programa, los participantes se organizan en gru-
pos de tres o cuatro personas. Cada grupo trabaja en un tema
matematico concreto y realiza un ciclo de analisis didactico so-
bre su tema a lo largo de los ocho médulos del programa. Al fi-
nal de los primeros cinco médulos, los grupos producen un di-
seno de la unidad diddctica. Entre el quinto y sexto modulo, los
grupos se centran en la implementacién de la unidad didactica.
Entre el sexto y séptimo mddulo, ellos se centran en la recolec-
cién y andlisis de la informacion con motivo de esta implemen-
tacion y, en el tltimo modulo, en la produccion del informe de
la experiencia global.

Cada grupo tiene asignado un tutor que lo acompana a lo
largo de todo el programa. Los grupos reciben también el apoyo
permanente del responsable de la cohorte, quien esta a cargo de
su gestion. En lo que sigue, nos referiremos a los propositos de los
modulos y actividades, y a los conceptos y a las técnicas curricu-
lares, con el objetivo de centrar la atencion en aquello que puede
cambiar cuando los profesores implementan sus unidades di-
dacticas en la modalidad virtual.

En la implementacion que hemos hecho del modelo para el
diseno de MAD, hemos establecido unos propdsitos para los
modulos y las actividades del programa. Por ejemplo, en el mé-
dulo del analisis de contenido, el propdsito es que los profesores
en formacion concreten el tema de las matematicas de su pro-
puesta y, en el analisis de instruccion, se busca que los profeso-
res disenen la secuencia de tareas de aprendizaje que contribuya
al logro de los objetivos de aprendizaje que establecieron en el
modulo de andlisis cognitivo. Por otro lado, las actividades tam-
bién tienen propésitos. La segunda actividad del analisis de ac-
tuacion busca que los grupos de profesores en formacion esta-
blezcan los criterios de logro para los objetivos de aprendizaje e
integren en la planificacion de la instruccién los aspectos corres-
pondientes a la evaluacion.

Los conceptos curriculares forman parte del modelo del ana-
lisis didactico, mientras que las técnicas curriculares son pro-
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pias del diseno del programa de formacion. En el analisis de
instruccién, la nocién de tarea es un concepto pedagégico y los
materiales y recursos son uno de sus conceptos curriculares. El
programa sugiere una técnica curricular para la seleccién de
materiales y recursos basada en su eficacia y eficiencia (Gémez
etal., 2018, pp. 214-217). Encontramos que varios programas
de formacién, basados en el modelo del analisis didactico, pue-
den proponer técnicas curriculares diferentes. En cierta medida,
esto sucede cuando comparamos, por ejemplo, el diseno de
MAD, el diseno del curso de deconstrucciéon de problemas ma-
tematicos (https://bit.ly/UED_Deconstruccion) y el disefio de
los cursos MOOC (https://bit.ly/CursosMOOC_UED) que UED
ofrece a profesores de Primaria.

4. Preguntas de investigacion

Las reflexiones anteriores tenian como propdsito centrar nuestra
atencion en las cuestiones que queremos abordar en este capitu-
lo. De cara al trabajo de MAD 8, el equipo académico de UED
decidi6é no introducir ningtin cambio en el modelo o en el dise-
no del programa. No obstante, sugerimos a los grupos de profe-
sores en formacién que disenaran su unidad didactica bajo el
supuesto de que seria implementada en circunstancias de confi-
namiento. Dado el disefio del programa, estos cambios y adap-
taciones se refieren exclusivamente a las técnicas curriculares. De
esta forma, nos formulamos las siguientes preguntas que abor-
dan las implicaciones de la modalidad virtual en la implementa-
cién del modelo del andlisis didactico en el aula y en los aspectos
del modelo que se deben revisar: a) jcudles fueron las princi-
pales dificultades que ellos enfrentaron en este proceso?; b) ;lo-
graron los grupos de profesores en formacion implementar su
unidad didactica de acuerdo con las finalidades, estructura, con-
ceptos y propositos propuestos por el modelo y el programa de
formacionz; ¢) si lo lograron, ;qué cambios y adaptaciones intro-
dujeron a las técnicas curriculares?; d) con motivo de esta expe-
riencia, ;qué oportunidades y retos surgen al implementar uni-
dades didacticas basadas en el modelo del analisis didactico en
la modalidad virtual?; y e) ;como influy6 la formacién que ellos
habian recibido en el programa en las decisiones que ellos toma-
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ron para adaptar el disefio y la implementacion de su unidad
didactica a las circunstancias del confinamiento?

5. Método

Para indagar sobre las preguntas de investigacion, entrevistamos a
los cuatro grupos de MAD 8. Los cuatro grupos aceptaron la invi-
tacion y todos los miembros de los grupos asistieron a las entrevis-
tas. Entrevistamos cada grupo por separado y ellos aceptaron que
la entrevista fuera grabada en audio. Realizamos una entrevista se-
miestructurada que configuramos alrededor de ocho preguntas
que se discutieron entre los autores para asegurarnos de su validez
interna. Las preguntas fueron las siguientes: a) ;como clasificaron
a los estudiantes en términos de su posibilidad de interaccion?;
b) ;qué dificultades tuvieron que abordar en el disefio y la imple-
mentacion de la unidad didactica con motivo de las circunstancias
del confinamiento?; ¢) ;cémo abordaron esas dificultades?; d) ;se
hicieron cambios en la secuencia de tareas, elementos de las ta-
reas, diarios u otros elementos de la unidad didactica?; e) ;qué se
logré de lo que se esperaba?; f) ;qué no se logré de lo que se espe-
raba?; g) ;consideran que lo logrado en la virtualidad es diferente
a lo que habrian logrado en una modalidad presencial?; y h) ;qué
aprendieron con motivo de esta implementacién?

Al menos tres investigadores asistieron a las entrevistas. Uno
de ellos asumi6 el cargo de moderador y formulé las preguntas a
medida que se avanzaba en la entrevista. Los otros investigado-
res y el moderador realizaron preguntas mds concretas de acuer-
do con las respuestas de los grupos. Por ejemplo, en algunas oca-
siones se indag6 sobre la dinamica de clase o sobre el efecto de
la formacion que ellos habian recibido durante el programa en
su actuaciéon en la implementacion. Al menos dos investigadores
recogieron y organizaron separadamente la informacién propor-
cionada por los profesores en un esquema de categorias y codi-
gos que surgen de las técnicas curriculares que se proponen en el
programa y de las mismas preguntas. Por ejemplo, para la cate-
goria de practicas curriculares, identificamos el c6digo seleccién
de materiales y recursos.

Una vez terminadas todas las entrevistas, estos dos investiga-
dores revisaron las grabaciones, compararon sus apuntes y llega-
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ron a acuerdos sobre la informacién proporcionada por los gru-
pos de profesores. En los casos de desacuerdo, los investigadores
regresaron a las grabaciones para validar sus interpretaciones
con base en la evidencia. Uno de los investigadores recogio estos
acuerdos y reuni6 en un solo archivo la informacién que se ob-
tuvo de los cuatro grupos. Este resumen estructurado fue revisa-
do y discutido por todos los investigadores. Como resultado de
los acuerdos a los que se llegd en esa discusion, identificamos las
cuestiones clave que presentamos como resultados.

6. Contexto

La modalidad virtual dio lugar a una clasificacién de los estu-
diantes de acuerdo con sus posibilidades de interaccion e impli-
c6 que los profesores tuvieran que enfrentar dificultades que
describimos a continuacion.

6.1. Clasificacion de los estudiantes

Segun las posibilidades de comunicacién con los estudiantes,
los cuatro grupos de profesores los clasificaron en cuatro catego-
rias: a) los que pudieron asistir permanentemente a las clases
sincrénicas en plataformas; b) los que asistian de manera inter-
mitente a las clases sincrénicas, pero tenian acceso a sistemas
como WhatsApp; c) los que solo tenian acceso a sistemas como
WhatsApp; y d) los que solo tenian acceso a documentos y lla-
madas telefénicas como medio de interaccion. Los profesores
nos informaron, sobre todo, acerca de las clases sincrénicas y
describieron con menos detalle los procesos con los estudiantes
que no pudieron asistir a ellas.

6.2. Dificultades

El paso de la modalidad presencial a la modalidad virtual llevé a
los profesores a enfrentarse a dificultades diversas. Estas dificul-
tades forman parte del contexto en el que ellos disenaron e im-
plementaron su unidad didactica, y resultaron relevantes para el
desarrollo de las tareas de aprendizaje. Tres de los cuatro grupos
tuvieron que enfrentarse a la novedad de la tecnologia en la vir-
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tualidad. Fue necesario que ellos aprendieran a usar las platafor-
mas para sus clases sincronicas y las demds tecnologias para pro-
porcionar informacion e interactuar con sus estudiantes. Asimis-
mo, manifestaron las dificultades que tuvieron para saber en qué
medida y de qué forma sus estudiantes estaban aprendiendo.
Por esa razon, percibieron que no pudieron ayudar, retroalimen-
tar e interactuar con sus estudiantes como hubieran deseado.

El confinamiento y el paso a la modalidad virtual tuvieron
implicaciones en la organizacién temporal del trabajo de los
profesores. Los profesores mencionaron el impacto del confina-
miento en su carga laboral. Los horarios de trabajo se ampliaron
y ellos tuvieron que atender a su estudiantes, jefes y padres de
familia en los momentos en los que la interaccién era posible.
Algunas instituciones educativas incluyeron normas para flexibi-
lizar la entrega de los trabajos por parte de los estudiantes que
no se podian conectar. Esto dificulto la revision de esos trabajos
y la retroalimentacién que los profesores les podian dar. Por otro
lado, las nuevas circunstancias implicaron que la organizacién
de la ensefianza tomara mas tiempo: en las clases sincrénicas, el
tiempo para organizar a los estudiantes fue mayor y, para los es-
tudiantes a los que se les enviaba el material de trabajo impreso,
se dedicé tiempo adicional para su organizacion y entrega.

7. Resultados

Los profesores entrevistados nos informaron sobre mdltiples as-
pectos de su experiencia. En este apartado, recogemos y organi-
zamos esa informacién en dos aspectos: las practicas de planifi-
cacién e implementacion (diarios, agrupamientos, interaccion,
retroalimentacion, ayudas, y materiales y recursos) y los retos y
oportunidades que surgen de esta experiencia.

7.1. Practicas curriculares

Los profesores disenaron su planificacion para las nuevas cir-
cunstancias. Esa planificacion incluy6 todos los elementos pre-
vistos en el modelo. Entre las practicas curriculares que sufrieron
modificaciones se encuentran el diario del estudiante y el diario
del profesor. El diario del estudiante es un instrumento que le
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permite al profesor recoger informacion sobre la percepcién que
los estudiantes tienen de las tareas propuestas y de su actuacion
al resolverlas. El diario del profesor es un instrumento con el que
el profesor registra informacion sobre sus percepciones de lo su-
cedido durante la sesién de clase. En condiciones «normales»,
con motivo del andlisis de actuaciéon, se espera que estos instru-
mentos sean diligenciados como cierre de las sesiones.

Tres de los cuatro grupos aprovecharon la modalidad virtual
de las clases para realizar una implementacién compartida de la
unidad diddctica: los dos miembros del grupo que no eran el
profesor a cargo de la clase asistieron a las sesiones. Ellos partici-
paron como observadores y como apoyo para la interaccién con
los estudiantes cuando ellos se organizaban en salas de la plata-
forma. En algunos casos, los roles que cada uno asumio depen-
dieron de su conocimiento tecnolégico. El profesor que conocia
las herramientas explicaba su funcionamiento y apoyaba a los
estudiantes en ese aspecto.

A continuacién, describimos cémo los grupos de profesores
implementaron su unidad diddctica en las nuevas circunstancias.
Dado que se esperaba que los grupos implementaran el disefio
que habian preparado, la informacién que proporcionamos se
refiere tanto a ese diseflo como a su implementacion. Centramos
la atencion en los diarios del estudiante y el profesor, y en los
siguientes elementos de las tareas de aprendizaje: agrupamien-
tos, interaccion, retroalimentacién, ayudas, y materiales y recur-
sos. Estos fueron los aspectos del diseno del programa en los que
los grupos de profesores introdujeron adaptaciones a las técnicas
curriculares.

A diferencia de lo que sucede en la modalidad presencial, los
agrupamientos en la modalidad virtual requirieron que los gru-
pos de profesores aprendieran a usar la funcionalidad de crea-
cioén de salas en la plataforma. Tres grupos de profesores imple-
mentaron esta funcionalidad. En estos casos, los estudiantes se
organizaron en parejas o grupos de tres estudiantes que debian
resolver la tarea conjuntamente. Una vez los grupos de estudian-
tes resolvian la tarea, el grupo de clase se reunia de nuevo en la
plataforma para la presentacion y la discusion posterior.

Los grupos de profesores que realizaron la implementacion
compartida manifestaron varias dificultades relacionadas con la
interaccion con y entre los estudiantes. Estas dificultades fueron
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generalizadas en todas sus clases, pero ellos las percibieron con
mas claridad en aquellas clases en las que implementaron su
unidad didactica. Todos pusieron de manifiesto una situacion
que no esperaban: los estudiantes no habian tenido la oportuni-
dad de interactuar socialmente entre ellos durante el confina-
miento. Al reunirse privadamente en pequenos grupos con el
propésito de resolver las tareas, los estudiantes aprovecharon
este espacio para conversar entre ellos sobre cuestiones no aca-
démicas. Para lograrlo, los estudiantes intentaban resolver la ta-
rea raipidamente y asi tener tiempo para compartir socialmente.
Por otro lado, los profesores y observadores percibieron dificul-
tades para interactuar con los grupos de estudiantes en las salas.
Les fue dificil establecer como estaban abordando la tarea y qué
dificultades estaban teniendo. Varios profesores manifestaron
que percibian a los estudiantes muy callados y timidos en estas
circunstancias. Algunos estudiantes preferian comunicarse direc-
ta e individualmente con el profesor o el observador por medio
del chat.

Los grupos implementaron varias estrategias para proporcio-
nar retroalimentacion a sus estudiantes. Para los estudiantes que
podian asistir a las clases sincronicas, los profesores proporcio-
naron retroalimentacion a los grupos de estudiantes que estaban
en las salas y al grupo de clase en la sala general. En ese caso, se
basaron en la informacién que surgia de las salas de los grupos
de estudiantes para, luego, abordarlas con todo el grupo de estu-
diantes.

Para los estudiantes que no podian asistir a las clases sincro-
nicas, pero que tenfan acceso a sistemas como WhatsApp, algu-
nos grupos de profesores produjeron videos con explicaciones y
retroalimentacion. Otros grupos de profesores incluyeron tam-
bién los videos de la grabacion de la clase sincrénica. Finalmen-
te, los profesores tuvieron que incluir la retroalimentacién en los
documentos que enviaron a los estudiantes que no tenfan acceso
a dispositivos e Internet.

Todos los grupos de profesores manifestaron que la modali-
dad virtual no les permitia identificar con precision las dificulta-
des de los estudiantes al resolver las tareas. Como ya lo mencio-
namos, ellos implementaron las ayudas que consideraron rele-
vantes tanto en los grupos de estudiantes dentro de las salas
como en el grupo reunido en la sala general. No obstante, los
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profesores percibieron que no podian proporcionar las ayudas
individuales que hubiesen deseado implementar. Al tener que
abordar dificultades individuales con la totalidad de los grupos
de estudiantes, algunos profesores constataron que esas ayudas
podian confundir a los estudiantes que no tenian la dificultad en
cuestion y que podian inducir a algunos estudiantes a abordar la
tarea con una estrategia especifica, cuando la tarea promovia va-
rias estrategias diferentes. Un grupo de profesores indicé que la
implementacion del tablero digital dentro de la plataforma fue
una herramienta muy ttil de cara a proporcionar las ayudas. Las
grabaciones de las clases sincrénicas también fueron comparti-
das a los estudiantes como ayudas.

Uno de los elementos de una tarea son los materiales y recur-
sos que los estudiantes pueden usar para resolverla. Los grupos
de profesores seleccionaron materiales y recursos ejecutables
para que los estudiantes los pudieran usar en la modalidad vir-
tual. Ellos crearon presentaciones y videos, utilizaron simulacio-
nes en linea, y reemplazaron algunos materiales manipulables
con aplicaciones web. Openboard y SolidWorks fueron algunos
programas utilizados por los grupos. También se generaron vi-
deos tutoriales de su autoria (p. ej.: https://youtu.be/
uSJwWjFxTPw). Los profesores nos comunicaron que el uso de
estos materiales y recursos contribuy6 positivamente al desarro-
llo de las tareas.

Todos los grupos de profesores lograron implementar el dia-
rio del estudiante. Para ello, desarrollaron diferentes técnicas
para la recoleccion de la informacion. En el caso de las clases
sincrénicas, algunos recogieron la informacién tan pronto los
estudiantes terminaban las tareas. En otros casos, y con motivo
de las dificultades con el tiempo, los profesores solicitaron a los
estudiantes que diligenciaran y entregaran el diario al comienzo
de la siguiente sesion. Para acelerar el proceso y facilitar el anali-
sis de la informacién, un grupo implementé una versién en li-
nea del diario. En el caso de los estudiantes que no tenian conec-
tividad, los diarios se recogieron junto con la solucién de la tarea
que los estudiantes hacian llegar a los profesores.

La recoleccion de la informacion para el diario del profesor
genero dificultades para todos los grupos. Los profesores mani-
festaron que no previeron que, en la virtualidad, no les era posi-
ble saber en qué medida los estudiantes estaban aprendiendo y
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cémo lo estaban haciendo. Los tres grupos que realizaron la im-
plementacién compartida resolvieron parcialmente esta dificul-
tad con un esquema en el que los profesores invitados fueron
observadores del trabajo de los grupos estudiantes dentro de las
salas de la plataforma. De esta forma, ellos lograron interactuar
con estos grupos y establecer, en alguna medida, como estaban
resolviendo las tareas.

7.2. Oportunidades y retos

Solicitamos a los grupos de profesores que hicieran un balance de
su experiencia al implementar su unidad didactica en las circuns-
tancias de confinamiento. Tres grupos manifestaron que, dado
que no tenian experiencia con la modalidad virtual, ellos formu-
laron expectativas de aprendizaje que resultaron demasiado am-
biciosas para esa modalidad. No obstante, un profesor informé
que sus estudiantes avanzaron mads en su aprendizaje con la uni-
dad didactica que implementaron que lo que estudiantes de cur-
sos anteriores habian logrado con el esquema tradicional de
aprendizaje y ensenanza que él habia usado en la presencialidad.

Alo largo de las cuatro entrevistas, hubo un comentario reite-
rado por parte de los grupos de profesores. Este comentario se
concretd en expresiones como:

No sabemos a quién le estamos dictando clase.

No sabemos si estan prestando atencion.

No sabemos si estin aprendiendo.

No podemos ver qué estan haciendo y como lo estan haciendo.

Esta incertidumbre sobre el proceso de aprendizaje de los es-
tudiantes fue el aspecto que los profesores percibieron como
mas perjudicial de la modalidad virtual. Al no tener informacion
sobre el proceso de resolucién de la tarea y no poder percibir los
gestos de sus estudiantes, los profesores no pudieron establecer
con claridad sus dificultades y no pudieron ayudarlos a superar-
las como lo previeron en el disefio de las tareas de aprendizaje
(analisis de instruccion). Algunos profesores constataron que los
estudiantes podian estar recibiendo ayuda (de sus padres, fami-
liares o compaferos) y no podian saber, a partir de sus produc-
ciones, si ellos habian aprendido.

204 | Investigacion en Educacion Matematica



La situacion anterior gener¢ cierto grado de frustracion en al-
gunos de los profesores. Sintieron que no pudieron implemen-
tar su unidad didactica como «la habian sonado», pero, sobre
todo, se sintieron frustrados porque no pudieron ayudar a sus
estudiantes como hubiesen deseado. En algunos casos, ellos per-
cibieron que sus estudiantes tuvieron una actitud pasiva y poco
participativa que no tenian en la presencialidad. También mani-
festaron frustracion en relacion con los estudiantes que no te-
nian ningln tipo de conectividad. Los profesores comentaron
que esos estudiantes se sentian solos y discriminados, porque no
tenian a quién preguntar y no tenian recursos para interactuar
con su profesor y sus compaieros.

8. Discusion

Los cuatro grupos de profesores implementaron su unidad di-
dactica de acuerdo con el plan previsto en el programa. Ningtin
grupo decidié que, con motivo de las circunstancias, no imple-
mentaria alguno de los elementos previstos. Este fue un reto im-
portante para ellos y lograron abordarlo y superarlo con éxito.
En ese proceso, ellos disefiaron y adaptaron las técnicas curricu-
lares a las nuevas circunstancias: disefiaron nuevos esquemas
para recoger la informacion de los diarios del estudiante y el
profesor; utilizaron las funcionalidades de las plataformas vir-
tuales para agrupar a los estudiantes; buscaron nuevos esquemas
para interactuar con ellos; percibieron dificultades para observar
el proceso de desarrollo de las tareas y en las dindmicas de co-
municacion para saber cémo los estudiantes estaban aprendien-
do y como ellos podian ayudarlos; y seleccionaron los materia-
les y recursos de sus tareas para que funcionaran en el entorno
virtual.

Durante las entrevistas, los profesores mencionaron el impac-
to que la formacién que habian recibido hasta ese momento en
el programa tuvo a la hora de enfrentar la ensefianza en la moda-
lidad virtual. En particular, recalcaron la importancia de realizar
sistematica y detalladamente la planificacion de sus clases. Ellos
pudieron plasmar en el papel el paso a paso de lo que preveian
para sus clases. En particular, destacaron la importancia de pre-
ver las dificultades y errores de los estudiantes, y de disenar las
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retroalimentaciones y ayudas correspondientes. También afirma-
ron que su formacion les permitié disenar e implementar nuevas
estrategias para abordar los retos a los que se enfrentaban.

Como constatamos en otro estudio (Castro et al., aceptado),
las nuevas circunstancias acercaron a los profesores con sus di-
rectivos, colegas, padres de familia y estudiantes. Se dio una si-
tuacién denominada «entre mas lejos, mas cerca». Finalmente,
las nuevas circunstancias los llevaron a reflexionar sobre el
aprendizaje y la ensenanza de maneras en las que no lo habian
hecho con anterioridad.

De las reflexiones anteriores, concluimos que el confinamien-
to y la modalidad virtual en la que los profesores implementaron
sus unidades didacticas tienen virtudes y generan dificultades.
Entre las virtudes, constatamos que el confinamiento y la virtua-
lidad permitieron que todos los profesores de un grupo partici-
paran en la implementacion de la unidad didactica en el esque-
ma que hemos denominado la implementacion compartida. Otra
virtud de las nuevas circunstancias fue el aprendizaje de las herra-
mientas tecnologicas que los profesores tuvieron que realizar so-
bre la marcha. Por ejemplo, los profesores aprendieron a grabar
las sesiones de clase, a organizar a los estudiantes en pequenos
grupos y a usar herramientas tecnolégicas como materiales y re-
cursos. Nosotros consideramos que el hecho de que los estudian-
tes hayan recibido apoyo y ayuda de sus familiares y companeros
es una virtud de la modalidad virtual. En particular, esta situa-
cion llevé a los padres a involucrarse de manera mas concreta en
el aprendizaje de sus hijos. Con todo, esto es algo que sorprendio
a los profesores y que no abordaron en el disefio e implementa-
cién de su unidad didactica. Una profesora mencioné que «la
tecnologia no nos deshumanizoé». Por el contrario, las circunstan-
cias de confinamiento llevaron a los profesores a ser mas cons-
cientes de la dimensién afectiva de sus estudiantes, al reconocer
explicitamente sus circunstancias y necesidades particulares. Ellos
establecieron comunicaciones personalizadas mas frecuentes con
sus estudiantes en las que, con frecuencia, el tema de conversa-
cién no eran las matematicas. Los profesores estuvieron mas dis-
ponibles a escuchar y hablar que en la presencialidad.

A pesar de sus virtudes, las nuevas circunstancias presentan
una dificultad particular que todos los grupos mencionaron y
para la cual no encontraron una solucién adecuada. Ellos reite-
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raron que, en la modalidad virtual, no les fue posible acceder a
informacién que les permitiera constatar en qué medida y de
qué manera sus estudiantes estaban aprendiendo. Al recibir las
producciones terminadas de los estudiantes, percibir que algu-
nos de ellos podian estar recibiendo ayuda de otras personas, no
poder observar el proceso de resolucién de las tareas y no poder
percibir los gestos de sus estudiantes cuando estaban trabajando,
los profesores recibieron informacién parcial y no necesaria-
mente objetiva sobre las dificultades y los errores de sus estu-
diantes. Esto les impidié implementar apropiadamente las ayu-
das que tenian previstas y retroalimentar el trabajo de sus estu-
diantes para ayudarlos a superar sus dificultades, de acuerdo con
lo planificado en los analisis de instruccién y actuacion.

Consideramos que los profesores salen fortalecidos de esta
experiencia. Muchos de ellos lograron aprendizajes tecnologicos
que no habrian logrado en circunstancias normales y que les
permitieron enriquecer las tareas de aprendizaje en términos de
los recursos que se pueden incluir para favorecer el aprendizaje
de los estudiantes. Ellos consideran que estas circunstancias los
sacaron de la rutina diaria y lograron abordar sus problemas en
la practica con nuevas estrategias y herramientas. Ellos se volvie-
ron mas reflexivos sobre su practica y su relacion con sus estu-
diantes, y lograron establecer nuevas formas de relacionarse con
sus colegas. Hemos constatado resultados similares en un estu-
dio de caso que realizamos con una profesora en la ruralidad
(Castro et al., aceptado) y en un estudio sobre la planificacion de
los profesores durante el confinamiento (Centro Latinoamerica-
no de Investigacion en Complejidad, 2020).

9. Conclusiones

El confinamiento producto de la pandemia de la covid-19 obli-
g6 a la mayoria de los profesores a apoyarse en la tecnologia
para ofrecer a sus estudiantes mejores oportunidades para apren-
der matemadticas. Esta situacién logré algo que, en circunstancias
normales, habria sido dificil: que los profesores aprendieran a
usar la tecnologia y reconocieran su papel en sus clases. El papel
de la tecnologia se expres6 principalmente en dos aspectos:
como medio para establecer la comunicacién y la interaccién
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entre profesores y estudiantes, y como recurso didactico. Todos
los profesores que entrevistamos fueron exitosos al usar la tecno-
logia para organizar sus sesiones virtuales de clase. La mayoria
de ellos también lograron introducir recursos tecnolégicos en
sus tareas de aprendizaje, y lo hicieron de manera eficiente: no
usaron la tecnologia por usarla, sino que la usaron en la medida
que vieron que tenia sentido para sus propositos (Goémez et al.,
2018). Algunos mencionaron que, cuando se regrese a la «<nueva
normalidad», ellos piensan usar la tecnologia con mas frecuen-
cia en sus clases. Desde la perspectiva de nuestro programa de
formacion, esta experiencia nos lleva a reflexionar sobre como,
en el andlisis de instruccion, debemos fortalecer las habilidades
relacionadas con el uso de plataformas y otros medios de comu-
nicacién de los profesores en formacion.

Las condiciones de confinamiento y, en particular, las posibi-
lidades de comunicacién con las que contaron los estudiantes
inciden de manera importante en algunas de las visiones en las
que se sustenta el modelo del andlisis didactico y que funda-
mentan el diseno del programa de formacion. En particular, el
modelo del andlisis didactico ve el aprendizaje de los estudian-
tes como un proceso en el que ellos interactian y se comunican
con otros estudiantes y con el profesor, negocian significados,
llegan a acuerdos sobre la solucion de la tarea, y comunican y
justifican su solucion. La informacién que nos proporcionaron
los profesores entrevistados puso de manifiesto que este tipo de
interaccion entre el profesor y los estudiantes, y entre los estu-
diantes no se logré como se esperaba. En particular, ellos no pu-
dieron implementar, como pretendian, todas las ayudas que di-
sefiaron para los errores en los que ellos previeron que sus estu-
diantes podian incurrir al abordar las tareas que conforman
su unidad didactica. Por otro lado, para la implementacion de su
unidad didactica, el disefio del programa de formacién requiere
que los grupos de profesores perciban y establezcan los procedi-
mientos que los estudiantes ponen en juego para resolver las ta-
reas e identifiquen los errores y las dificultades que ellos mani-
fiestan al hacerlo. Se espera que los profesores reaccionen sobre
la marcha a estos errores y dificultades con retroalimentacién y
ayudas que permitan a los estudiantes superar esas dificultades.
Sin embargo, los profesores no pudieron establecer con preci-
sion lo que sus estudiantes estaban haciendo y las dificultades
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que estaban enfrentando, y no encontraron las formas para re-
troalimentar apropiadamente a los estudiantes con dificultades.

En la actualidad, MAD se ofrece en modalidad virtual. Consi-
deramos que su diseno promueve el aprendizaje interdepen-
diente: el diseno de las actividades y los esquemas de interaccion
entre los grupos y su tutor, el formador y el responsable de la
cohorte favorecen la interaccién entre los miembros del grupo
de profesores y la construccion conjunta de su conocimiento
matematico y didactico (Pinzén y Gémez, 2020). Estos esque-
mas de interacciéon también permiten que los miembros del
equipo académico puedan establecer las dificultades que los gru-
pos enfrentan y proporcionar la retroalimentacién necesaria
para que ellos puedan superarlas. Pero que en MAD se hayan re-
suelto estas cuestiones no significa que tengamos la solucién a
estos problemas para los profesores que, en sus propios contex-
tos, quieren promover el aprendizaje de sus estudiantes.

Este estudio nos genera preguntas con motivo de las nuevas
circunstancias en las que la virtualidad y la tecnologia juegan un
nuevo papel: ;debemos modificar nuestra vision del aprendizaje
de los estudiantes?, ;qué indicaciones y técnicas curriculares de-
bemos introducir para que los profesores puedan disenar tareas
de aprendizaje que, en la virtualidad, promuevan el aprendizaje
interdependiente entre sus estudiantes? y ;como debemos modi-
ficar las técnicas curriculares y el diseno de las tareas de aprendi-
zaje para que los profesores puedan establecer el proceso de
aprendizaje de sus estudiantes y apoyarlos a superar sus dificul-
tades? Nosotros tenemos el reto de responder estas preguntas e
implementar las soluciones en el futuro préximo.
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Resumen

Presentamos un estudio sobre la evolucion de los métodos de resolucion de
triangulos oblicuangulos descritos en los libros de textos de trigonometria pu-
blicados en Espafia durante diferentes épocas. Se trata de una investigacion
descriptiva y exploratoria, que se enmarca en el enfoque de tipo histérico y que
usa el método del analisis de contenido para el estudio de los datos. Entre los
autores de los libros de texto analizados encontramos al Padre Zaragoza, To-
mas Vicente Tosca, Benito Bails, Vicente Tofifio, José Mariano Vallejo, Silvestre
Lacroix o Juan Cortazar, entre otros. Los resultados han identificado los dos
métodos incluidos en textos espafioles para la resolucion de los triangulos obli-
cuangulos, estos métodos fueron utilizados en dos periodos diferenciados mar-
cados por la publicacion de las traducciones de los libros de texto de Silvestre
Lacroix, que supusieron la introduccion en Espafia del teorema del coseno.

Palabras clave: trigonometria, resolucidn de tridngulos oblicuangulos, libros
de texto, historia de la educacion matematica, teorema del coseno

Abstract

We present a research on the evolution of methods for solving oblique trian-
gles included in Trigonometry textbooks published in Spain during different
periods. This is a descriptive and exploratory research, which is focused in the
historical approach and uses the content analysis method to study the data.
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Among the authors of the textbooks analysed are José Zaragoza, Tomas Vi-
cente Tosca, Benito Bails, Vicente Tofifio, José¢ Mariano Vallejo, Silvestre Lac-
roix and Juan Cortazar. The results identified two resolution methods included
in Spanish books for solving oblique triangles. These methods were used in two
different periods separated by the publication of the translations of Silvestre
Lacroix's textbooks, which meant the introduction of the law of cosines in
Spain.

Keywords: trigonometry, solution of oblique triangles, textbooks, history of
mathematics education, law of cosines

1. Introduccion

Las investigaciones en historia de las matemadticas y educacion
matematica se encargan de descubrir y comprender de qué for-
ma los avances matematicos en cada época han sido incorpora-
dos a la ensenanza de la disciplina, y como el contexto que ro-
dea a estos avances ha ejercido influencia en la forma de presen-
tarlos a través del sistema educativo en vigor (Karp, 2014).

En concreto, aquellas investigaciones que tienen a los libros
de texto histéricos como fuentes documentales, buscan entre
otras cuestiones conocer el tratamiento dado a los contenidos,
los principios y estrategias didacticas presentes en ellos, etc., ya
que estos libros han sido hasta hace poco la via principal de di-
vulgacion y la fuente de informacion mas importante tanto para
profesores como para alumnos (Gémez, 2011). Por ese motivo
su analisis nos permite vislumbrar la evolucién historica de con-
ceptos y contenidos matematicos a lo largo de la historia y la in-
fluencia que ha ejercido el contexto histérico, social y cultural
(Maz-Machado y Rico, 2015).

Entre las numerosas investigaciones que centran su atencién
en el andlisis de libros de texto historicos se incluyen la realizada
por Christianidisa y Megremi (2019), que demostraron la in-
fluencia de la Arithmetica de Diofanto en diferentes textos hasta
principios de la Edad Media. También d'Enfert y Burigo (2019)
indagan en los contenidos de matematicas que se abordaban en
las escuelas primarias normales de Francia en la década de 1830.

Las investigaciones realizadas a nivel nacional se engloban
principalmente en dos lineas: por un lado, la identificacion de las
bases del curriculo actual y, por otro, el estudio del origen de los
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problemas que surgen en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. Asi, podemos encontrar trabajos como el de
Puig (1994) que analiz6 una parte del libro de Jordanus Nemo-
rarius De Numeris Datis centrandose en su sistema matematico
de signos; Picado et al. (2013) analizaron un libro de texto de
matematicas utilizado para la ensenanza de la aritmética y el sis-
tema métrico decimal en Canarias en el siglo Xix; Sierra et al.
(2002) estudiaron el desarrollo histérico del concepto de conti-
nuidad en distintos manuales escolares espanoles. También Go6-
mez (2018) estudia los problemas verbales descriptivos a través
del analisis didactico en libros de texto y manuales escolares;
Munoz-Escolano y Oller-Marcén (2020) analizan los prélogos
de las obras que incluyen dlgebra escritas en espanol y publica-
das durante el siglo xvi; o el trabajo de Leén-Mantero et al.
(2021) en el que se analiza el Tratado de Algebra elemental de
Juan Cortéazar, uno de los libros de texto que fueron elegidos
para formar parte de las listas oficiales para la ensefianza secun-
daria desde mediados del siglo XIx.

La trigonometria aporta un importante conjunto de herra-
mientas que permiten resolver problemas geométricos que sur-
gen en numerosas situaciones reales. Su inclusién en el curriculo
de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato res-
ponde, por un lado, a su importancia en el estudio de las mate-
madticas avanzadas y, por otro, a sus importantes aplicaciones en
campos cientificos y tecnologicos. Sin embargo, el estudio de la
trigonometria, al igual que las demas ramas de las matematicas,
suele provocar dificultades entre los estudiantes de Secundaria y
Bachillerato, debido a que requiere de altos niveles de abstrac-
cién y pensamiento matemadtico avanzado (Diindar, 2015; Gur,
2009).

El objetivo del presente trabajo es analizar la evolucion de los
métodos de resolucién de triangulos oblicuangulos y cémo se
realiz6 su incorporacion al sistema educativo a través de los li-
bros de texto sobre trigonometria que han sido publicados en
Espana. En primer lugar, centraremos nuestra atencion en los
primeros libros de texto que incluyeron estos métodos y en el
enfoque geométrico que los impregnaba, para después ser testi-
gos con el paso de los afios del proceso de algebrizacion que
produjo la introduccién del teorema del coseno como principal
herramienta de resolucion.
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Este trabajo pretende contribuir a la formacién inicial o per-
manente de los profesores de matemadticas, ya que, por un
lado, investigaciones como esta hacen posible que las Matema-
ticas se reconozcan como una actividad humana, lo que permi-
te ver las diferentes facetas de los conceptos y teorias matemati-
cas y sacar a la luz los obstaculos que surgen en el estudio de
las Matemadticas (Furinghetti, 2012), entre ellos, los obstaculos
a los que se suelen enfrentarse sus alumnos cuando se aborda
en el aula la resolucién de tridangulos oblicuangulos. Por otro,
tal y como indica Schubring (2006), conocer los problemas
surgidos en el desarrollo y en la ensefianza de la materia que
imparten y cémo algunos han sido ya resueltos, les capacita
para enfrentarse a las dificultades que surgen en el ejercicio
diario de su actividad.

2. Contexto historico

Boyer (1968) senala que, a pesar de que los primeros acercamien-
tos a la resolucién de tridngulos a través de resultados trigonomé-
tricos se remontan a las civilizaciones antiguas de Egipto y Babi-
lonia, fue en realidad el interés surgido en Grecia por resolver
problemas de astronomia, geografia, 6ptica y mecanica lo que
fomento su desarrollo, siendo el Almagesto de Ptolomeo la obra
mads importante en lo que respecta a la génesis de esta rama de
las matematicas.

A su vez, en las proposiciones 12 y 13 del Libro II de Los Ele-
mentos de Euclides ya podemos encontrar un principio emergente
del teorema del coseno para los tridngulos obtusangulos y acu-
tangulos, respectivamente, que, como hacemos en la actualidad,
eran demostrados mediante una doble aplicacién del teorema
de Pitagoras:

Proposicién 12

En un tridngulo obtusdngulo, el cuadrado del lado opuesto al an-
gulo obtuso es mayor que los cuadrados de los lados que forman
el dngulo obtuso en dos veces el rectingulo contenido por uno de
estos lados, aquel sobre el que cae la perpendicular trazada por
otro de los vértices y la linea recta cortada en él por dicha perpen-
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dicular hacia el exterior desde el dngulo obtuso. (Boyer, 1986,
p. 155)

Posteriormente, con claras influencias de los conocimientos
alcanzados en Grecia, los estudios realizados por los astronomos
hindues aportaron grandes avances, como, por ejemplo, la intro-
duccion de la funcién seno de un dngulo. Los arabes recogieron
los avances griegos e hindues y adoptaron tanto la geometria del
Almagesto como las tablas hindues de senos; sin embargo, la ma-
yoria de los resultados trigonométricos desarrollados por estos
estan construidos sobre la base de la funcién seno. Fueron estos
ultimos los que hicieron llegar esta trigonometria a Europay sus
avances durante la Edad Media nos dieron la formulacién que
conocemos ahora (Boyer, 1986).

En el siglo xv el matematico Johann Miiller, mas conocido
como Regiomontano o Joannis Regio Monte escribié De Trian-
gulis Omnimodis un tratado que incluye los métodos para resol-
ver triangulos con nociones derivadas del trabajo de Euclides, la
demostracién del teorema del seno (la ley de los senos) (figura 1)
y problemas para determinar lados, dngulos y dreas de tridngu-
los bajo unas determinadas condiciones. También incluye resul-
tados sobre trigonometria esférica.

Tn omni triangulo re&tilineo proportiolaterisad Tatus eft, tand fi=
nus recti angulialterum ecorum refpicientis, ad finum re¢tum anguli
reliquum latus refpicientis,

Figura 1. Ley de los senos en De Triangulis Omnimodis (Regio Monte, 1533, p. 46).

Pero fue realmente el francés Francois Viéte el que aport6 un
enfoque analitico generalizado a la trigonometria partiendo de
la herencia recibida de sus predecesores. En su obra, Canon ma-
thematicus seu ad triangula: cum appendicibus (1579) elaboré ta-
blas para las seis funciones trigonométricas (aunque no uso los
mismos nombres que usamos en la actualidad, excepto para la
funcion seno). En esta obra también podemos encontrar el teo-
rema del coseno (ley de los cosenos) con una formulacion simi-
lar a la que se suele usar en la actualidad (figura 2):
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1. Dum cx Lateribus exquiruntur Anguli.

B C <

AD potclt AB & BD, minis BD in CBbis.) .

L T PO

Figura 2. Ley de los cosenos en Canon mathematicus seu ad triangula: cum
appendicibus (Viéte, 1579, p. 14).

Viete introdujo también en un trabajo posterior titulado Va-
riorum de Rebus Mathematicis (1593) una expresion equivalente al
teorema de la tangente, y aunque probablemente fue el primero
en usar este resultado en sus trabajos, no fue el primero en publi-
carlo, ya que el profesor de matematicas aleman, Thomae Finkii lo
incluy6 en su obra Geometriae Rotundi Libri XIV (1583) (figura 3).

8. ut [emifiis differentia terminoruns ratiounss ad
terminum minorem, fic tangens [emifsis a’:ﬂere'n-
tieperipheriarum date ad rangentem, periplzerix
minorss, [emiffe differentie aucte ;minorem tan-
gente [emifSis differentia peripheriarum.

Figura 3. Teorema de la tangente en Geometriae Rotundi Libri XIV (Frinkii, 1583,
p. 282).

Tal y como sefnala Dorce (2017), la transferencia de conoci-
mientos cientificos entre Espana y el resto de Europa durante la se-
gunda parte del siglo xvi estuvo limitada, debido a las politicas de
Felipe II. Esto provocé que el nivel de las matematicas no fuera de-
masiado elevado a pesar de que se promoviera la creacion de insti-
tuciones como la Academia Real de Matematicas que trataron de
formar a expertos matematicos necesarios para servir a la corona.

En ese contexto, los primeros libros impresos en castellano
que incluyen contenidos geométricos son abordados de forma
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breve, y centrando su atencién en cdlculos de perimetros y dreas
de figuras planas. No es hasta 1572 que podemos encontrar el
Tratado de Geometria Practica, y Speculativa de Pérez de Moya que
sigue los contenidos del General trattato di numeri et mesure, pu-
blicado por Tartaglia entre 1556 y 1560. En este se incluye una
tabla para la funcién seno y trata sobre esta razon trigonomeétri-
ca, aunque recomienda las lecturas de Ptolomeo y Copérnico
para quien desee conocer su utilidad.

A principios del siglo xvii dos instituciones educativas lidera-
ban el desarrollo de las matematicas en Espaia, el Colegio Impe-
rial de Madrid, mas tarde Reales Estudios de San Isidro, y la Uni-
versidad de Valencia. La primera, a cargo de la Compania de Je-
stis de Madrid aposté por profesores extranjeros para mejorar la
situacion de la ciencia espanola, estos escribieron obras de geo-
metria, Optica, fortificaciéon y cosmografia. En la segunda destaco
la figura del padre José Zaragoza y Vilanova, quien publicé nu-
merosas obras con claras evidencias de interés por la didactica de
las matematicas. Entre ellas destaca su Tratado de Trigonometria
espafiola: resolucion de los triangulos planos y esféricos, fabrica y uso
de los senos y los logaritmos publicado en 1672.

Durante el siglo XVIiI se crearon numerosos centros cuyo pro-
posito era el cultivo de las ciencias y las técnicas, apoyados por
las politicas ilustradas de los reyes Felipe V y Fernando VI. Asi-
mismo, las instituciones educativas religiosas se unieron a ese
objetivo e incorporaron fisica, matematicas y construccién a las
ensefnanzas en sus colegios (Garma, 1988). Con la expulsion de
los jesuitas en 1767 aparecieron también instituciones civiles o
militares en las que se ensefiaban matemadticas, con lo que se
necesitaron profesores laicos con conocimientos matematicos,
que sustituyeran a los religiosos. Se hizo necesario, pues, recopi-
lar libros de texto extranjeros y escribir grandes tratados sobre
geometria elemental y practica, trigonometria rectilinea y esféri-
ca o cartografia, destinados a instruir a militares, marinos e inge-
nieros en estas instituciones (Gémez, 2011).

Es a principios del siglo xiX cuando una serie de reformas
educativas crean la etapa de la segunda ensefianza que permitio,
por un lado, mejorar el nivel educativo de la nacién, y preparar
para los estudios universitarios, por otro. A través de esta, se lo-
gra una mayor difusién de los saberes cientificos, con la intro-
duccién de asignaturas de contenido exclusivamente matemati-
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co, en las que se estudiaba aritmética, algebra, geometria y trigo-
nometria a través de reediciones de libros de texto de autores
como Lacroix, Vallejo, Lista, Odriozola o Juan Cortazar, entre
otros (Vea, 1995).

3. Metodologia

Este trabajo presenta la evolucion de los métodos de resolucion
de tridngulos oblicuangulos en los libros de texto dedicados a la
enseflanza de la trigonometria escritos en castellano y publica-
dos en Espana. Se enmarca en el enfoque de investigacion de
tipo histérico y en el que usamos el anilisis de contenido para
examinar los datos. Esta técnica ha sido ampliamente utilizada
en investigaciones anteriores (Ledn-Mantero et al., 2021; Madrid
et al., 2020).

La busqueda de los libros de texto se realizé en: el Fondo His-
térico de la Universidad de Cérdoba y Sevilla, la Biblioteca Vir-
tual Cervantes, la Biblioteca Virtual Andalucia, la Biblioteca Di-
gital Hispanica de la Biblioteca Nacional de Espana, y en el repo-
sitorio digital de Google Books. En total se localizaron mas de
treinta obras, algunas de las cuales tuvieron que ser descartadas,
porque o bien no fueron publicadas, o no se conserva ningtn
ejemplar, o hasta el momento, no han sido localizadas y no he-
mos podido acceder a ellas.

El listado completo de los libros analizados incluye Trigono-
metria espafiola, resolucion de los triangulos planos, y esfericos del
Padre Zaragoza (1672), Architectura civil recta y obliqua de Juan
Caramuel (1678), Architecto perfecto en el arte Militar de Sebas-
tian Fernandez de Medrano (1700), Elementos Mathematicos del
Padre Pedro de Ulloa (1706), Compendio Mathematico (tomo III)
de Tomas Vicente Tosca (1727), Tratado de Trigonometria plana
general de Juan Sanchez Reciente (1742), Elementos de Mathema-
ticas (Tomo III) del Padre Wendlingen (1755), Prdcticas de geo-
metria y trigonometria de Pedro Giannini (1784), Tratado de la Tri-
gonometria plana y esferica de Antonio Gabriel Fernandez (1788),
Principios de Matemdtica de la Real Academia de San Fernando (Se-
gunda edicion) de Benito Bails (1788), Compendio de la Geome-
tria elemental y Trigonometria de Vicente Tofino (1794), Compen-
dio de matemadticas puras y mixtas para instruccion de juventud
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(tomo I) de Francisco Verdejo Gonzalez (1794), Curso de mate-
maticas de Tadeo Lope y Aguilar (1795), Tratado elemental de Ma-
temdticas (volumen III) de José Mariano Vallejo (1812), Curso de
estudios elementales de la marina (tomo II) de Gabriel Ciscar
(1816), Tratado elemental de Trigonometria rectilinea y esférica de
Silvestre Lacroix (1820), Curso completo de matematicas puras de
José de Garcia Odriozola (1827) y Tratado de trigonometria rectili-
nea y esférica de Juan Cortazar (1848).

Para su analisis, seguimos las recomendaciones incluidas en
Maz (2009), es decir, se definieron como unidades de analisis
los enunciados y posteriores resoluciones de todos los ejercicios
y problemas sobre triangulos oblicuangulos presentes en los li-
bros de texto, se leyeron, se categorizaron y se procedi6 a su ana-
lisis cuyos resultados recogemos a continuacion.

4. Resultados

Antes de describir los resultados hallados, advertimos que la gra-
fia, acentuacién y puntuacién de los ejemplos incluidos a conti-
nuacion han sido respetadas de la fuente original. Asimismo, de-
bido a que las fechas de publicacion entre los textos varian en
mds de cien afos, podemos encontrar términos, como, por
ejemplo, tridngulo, escritos en algunas ocasiones sin tilde y en
otras con tilde.

El analisis de los métodos de resolucién de triangulos obli-
cuangulos en los libros de texto consultados nos permitié dividir
en dos periodos bien diferenciados cémo fue su incorporacion a
la ensefianza de la trigonometria a lo largo de los afos. El punto
de inflexion lo encontramos en la publicacién en Espana de la
version traducida por Josef Rebollo y Morales del Tratado elemen-
tal de Trigonometria rectilinea y esférica de Silvestre Lacroix en
1807 y en la inclusion del teorema del coseno como resultado
principal del método de resolucién. Hablamos asi de un primer
periodo basado en una concepcién geométrica de los resultados
trigonométricos y un segundo periodo que en el que las relacio-
nes trigonométricas trascienden a un plano algebraico y analiti-
co tal y como procedemos en la actualidad. Veamos detenida-
mente las caracteristicas de los métodos en ambos periodos.
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4.1. Periodo 1, hasta 1807: enfoque geométrico

Todos los autores consultados dan definiciones similares de trigo-
nometria rectilinea, plana o llana, como la «Ciencia que ensena a re-
solver los triangulos rectilineos» (Tofifo, 1794, p. 115). «Ensena,
pues, [...] como se responde en todos los casos posibles esta pre-
gunta: Dadas tres de las seis cosas que en un triangulo rectilineo se
consideran (los tres dngulos y los tres lados), hallar el valor de las
otras tres» (Bails, 1788, p. 321). Esta rama se divide en Rectangula
y Obliquangula. «La Rectangula trata de los triangulos rectangulos
rectilineos; y la Obliquangula de los triangulos obliquangulos»
(Ferndndez, 1788, p. 21). En este trabajo centramos nuestra aten-
cién en la resolucion de triangulos oblicuangulos, a saber, «todo
aquel que no tiene ningtn angulo recto» (Bails, 1788, p. 336).

En qualquicr Teiangulo lo 1.° fonproporcionales- los ladss  los
Senos de los Angulos , que les offdn o,beﬂa:{)Lo 2.° (2 Swmma de dos
Jados es & la diferentia db'ellascome 14 Tangente de Ja Ss. d2 los An-
gulos opueflos dla Taugente deld Sdb de los viifmos. Lo 3.° ¢F lado
Maxino es & el afigregada de.los-stx o9 dos,como la Diferencta déeflos
&/ Diftrencia de los.Ségmentos que baze ek el [ado Baximo la-Per-

pendicular gue cae fobse el defdle ek angmlospugflo. -

Figura 4. Proposicion Universal (De Ulloa, 1755, p. 276).

Con respecto a las proposiciones tedricas que sirven como base
para la posterior resolucion de los ejercicios propuestos, destaca
que, a excepcion del texto de Fernandez de Medrano (1700), los
libros de este periodo contienen los mismos resultados matemati-
cos con relacion a los tridangulos oblicuangulos. El Padre Pedro de
Ulloa (1755) los resume en lo que llama Proposicion Universal (fi-
gura 4), ya que, al ser valido para cualquier tipo de triangulo recti-
lineo, también es aplicable para triangulos rectingulos. El lado
mayor del tridngulo suele ser llamado lado Maximo, base o basa.

En palabras de Tofino (1794), esta proposicion se desglosa en
tres teoremas:

Teorema I. En qualquier Triangulo rectilineo ABC, los lados AB, BC,

son proporcionales con los Senos de los Angulos opuestos C y A.
(Tofifo, 1794, p. 126)
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Teorema II. En todo triangulo rectilineo ABC, la suma de dos lados
AB, BC, 4 su diferencia, tiene la misma razén que la Tangente de la
mitad de la suma de los angulos opuestos Ay C, 4 la Tangente de la
mitad de la diferencia de dichos angulos. (Tofino, 1794, p. 127)

Teorema III. En qualquier triangulo ABC, la base 6 lado mayor BC,
d la suma de los lados BA, AC tiene la misma razén, que la diferen-
cia de los mismos lados, 4 la diferencia de los segmentos BE, EC,
que hace la perpendicular AE en la base BC. (Tofino, 1794, p. 129)

Estos tres teoremas permiten resolver los siguientes tipos de
ejercicios (tablal):

Tabla 1. Tipos de ejercicios y teoremas para su resolucion.

Ejercicio 1. «resolver un tridngulo, 1°. quando son conocidos = Teorema I
dos dngulos y un lado; 2°. quando son conocidos dos lados y
un angulo opuesto al uno de ellos» (Bails, 1788, p. 336)

Ejercicio 2. «Por los tres lados conocidos de un tridngulo deter- Teorema III
minar los angulos» (Bails, 1788, p. 339)

Ejercicio 3. «resolucion de un tridangulo quando se conocen dos Teorema ly
de sus lados y el dangulo que forman» (Bails, 1788, p. 341) teorema II

Asi, Tofino (1794) propone resolver el tridngulo, «dados dos
lados (AB de 300 pies, y AC de 400), y el angulo comprehendido
(A de 61 grados y 16 minutos)» (p. 135). La resolucién dada por
el autor es la siguiente:

e Para hallar los angulos B y C, aplicamos el teorema II. La
suma de los lados AB y AC (700) es a la diferencia de los mis-
mos (100), como la tangente de la semisuma de By C, a la
tangente del dngulo de la semidiferencia. Pero como la semi-
suma de B y C es igual a la mitad de la diferencia entre 180
grados y A, es decir, 59 grados y 22 minutos, entonces el an-
gulo de la semidiferencia es 13 grados y 34 minutos.

°_ tg(59°22’ -
B+C _180 A:59022,_>700_g( ) B-C

= -
2 2 100 (B—C)
g 2

=13°34’
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e Sumando las cantidades de la semisuma de By C, y la semidi-
ferencia de B y C, obtenemos B, es decir, 72 grados y 56 mi-
nutos. Si ahora restamos la semisuma de By C a la semidife-
rencia, obtenemos C, es decir, 45 grados y 48 minutos.

B+C B-C , . B+C B-C

2 2 2 2

e Aplicando el teorema I, AB (300) es a BC como el seno de C
es al seno de A; por tanto, BC es:

300 sen 45°48’

BC sen61°16’

— BC =30606,94 pies

Huelga decir que este método de resolucion se basa integra-
mente en las relaciones de semejanza que existen entre las razo-
nes trigonométricas de los dngulos y los lados del triangulo.

Entre las caracteristicas que podemos encontrar en los libros
publicados en este periodo, observamos que se definen y se hace
uso exclusivo del seno, tangente y secante, a excepcion del texto
de Lope y Aguilar (1795) que ya habla de las seis razones trigo-
nométricas.

Los razonamientos usados en las demostraciones de los teo-
remas necesarios para la aplicacion del método de resolucion se
basan en la bisqueda de tridngulos semejantes que permiten es-
tablecer relaciones de proporcionalidad (figura 5).

/*' Ere

e ™
i 4.

Figura 5. Representacion que apoya a la demostracion de los teoremas I, Il y 11l
(Tofifo, 1794).

Con respecto a los ejercicios propuestos en los textos, los au-
tores utilizan la misma estructura en su formulacidon; de hecho,
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en ocasiones, aunque realizan pequenos cambios en el enuncia-
do, replican de forma integra los datos dados en los ejercicios
disenados por sus predecesores. Por ejemplo, en Tofino (1794)
se incluye mas de un siglo después el problema III que propuso
Zaragoza (1672) en su Trigonometria espafiola. En otros casos, se
modifican los valores de los lados de tal forma que sean propor-
cionales a los originales, obteniendo, por tanto, los mismos va-
lores de los angulos. Llama la atencion que no se proponen pro-
blemas sobre tridngulos oblicuangulos para resolver, podemos
encontrar exclusivamente ejercicios.

Por otro lado, el Padre Wendlingen (1755) y Tofifio (1794)
desglosan la resolucion de ejercicios en dos secciones, por un
lado, la resolucién de triangulos acutangulos y, posteriormente,
se estudian casos de triangulos obtusangulos.

Por 1ultimo, hemos de sefialar que, tal y como comentamos
anteriormente, Fernandez de Medrano (1700), en su obra Archi-
tecto perfecto en el arte Militar, resuelve los ejercicios que hemos
denominado de segundo tipo mediante otro método al visto en el
resto de los libros, a saber, calcula los angulos del oblicuangulo
trazando la altura sobre el lado mayor y usando las propiedades
de Geometria elemental para hallar las dos proyecciones sobre la
hipotenusa. De esa forma puede aplicar la definicion del seno en
los dos triangulos rectangulos en los que ha dividido al tridngulo
dado.

4.2. Periodo 2, a partir de 1807: enfoque algebraico

Como ya habiamos adelantado, el primer libro escrito en caste-
llano y publicado en Espana en el que se introduce por primera
la formulacién del teorema del coseno tal y como lo conocemos
hoy es en una edicion traducida de 1807 del Tratado elemental de
Trigonometria rectilinea y esférica escrita por el francés Silvestre La-
croix (figura 6).

Es importante indicar que Lacroix no abandona el teorema de
la tangente; sin embargo, el método de resolucion de tridngulos
oblicuangulos que elige para resolver tridngulos oblicuangulos
es el que nuestros actuales libros de texto exponen.

Este método se va incorporando paulatinamente en los libros
de texto del siglo XiX. No ocurre asi en los primeros afios tras la
publicacién; por ejemplo, los textos de Vallejo (1812) y Ciscar
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Antes de exponer los ejemplos de la resolucion de
los triangulos rectilineos haremos la observacion siguiente.
La’ecuacion
. cos.C:-"—’-*-b’_c.

2 ab :
nos dice que en todo tridngulo rectilineo el cosemo de um
dngulo es igual a la suma de los cuadrados de los lados
que forman dicho dngulo, menos el cuadrado del lado
opuesto , dividido todo por dos weces el ¥ectangulo de los
lados que forman ¢l dngulo de que se trata; por lo mis-
mo de cualq*ier tridngulo rectilineo se podran deducir las
tres ecuaciorts

. bi ’_ 3 ) a' "_b!
cos. A= -—-'-—f—;‘-—, cos, B= =
2 be 2 a¢
2 bl___ 3
cos. C:ii——i-.

2ab.

Figura 6. Teorema del coseno en el Tratado elemental de Trigonometria rectilinea
y esférica de Lacroix (1807, p. 54).

(1816) siguen abordando el método usando los tres teoremas de
la proposicién universal. Tendremos que esperar a 1827 para ver
el primer texto de un espanol en el que aparece la formulacion ac-
tual del teorema del coseno y, por tanto, su aplicacién en el méto-
do de resolucion de triangulos. Se trata del Curso completo de mate-
mdticas puras, de Odriozola (1827). Es importante matizar que, en
la resolucion de los triangulos, el autor usa implicitamente el teo-
rema del coseno, ya que, a partir de este y de la relacién que se da
entre las razones seno y coseno, obtiene una ecuacién equivalente.

Caracteriza a este periodo que las demostraciones se realizan
a través de las relaciones analiticas entre las diferentes razones
trigonométricas. La definicion y el uso de las seis razones se ge-
neralizan. Asi, comienzan también a enunciarse y demostrarse
las férmulas del dngulo doble o mitad o la mas que conocida
identidad:

sen’x + cos’x = 1

Al igual que Lacroix, en los libros de texto publicados durante
el siglo XX no se abandonan en ninglin momento los teoremas
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de la proposicion universal, pero si empiezan a aparecer diferen-
tes alternativas para resolver los mismos tridngulos usando el
teorema del coseno, que, ademas, permiten reducir el nimero
de pasos.

5. Conclusiones

La primera idea que nos gustaria esgrimir es que, tres siglos des-
pués, los enunciados de los ejercicios que hemos encontrado en
los libros de texto de los siglos XviI, XvIil y XIX son analogos a los
que podemos encontrar hoy en dia. Sin embargo, no nos sor-
prende tanto si pensamos en la propia definicién de trigonome-
tria rectilinea y en su buisqueda por hallar tres de los elementos
de un triangulo conocidos los otros tres.

Por otro lado, a pesar de las similitudes en los enunciados,
encontramos grandes diferencias en su resolucién. No cabe duda
de que la introduccion del teorema del coseno en la ensenanza de
la resolucién de triangulos redujo significativamente el niimero
de pasos dedicados a obtener la solucion, pero a lo largo de todos
estos anos ha supuesto la algebrizacion de un método que tuvo
su base en la semejanza de tridngulos y la evidente desaparicion
del teorema de la tangente de los libros de textos actuales, a pe-
sar de ser contenido oficial del curriculo de la Educacion Secun-
daria Obligatoria y del Bachillerato en Espana.

De nuevo surge la idea de la importancia de traer a Espana la
ciencia europea durante los siglos xviil y XiX y la gran labor de los
autores que tradujeron, adaptaron al sistema educativo vigente y
difundieron en sus clases y a través de sus libros de texto, los
avances matemadticos que habian sido desarrollados en Europa.

Por dltimo, queremos senalar que, si bien hemos analizado la
evolucion de los métodos de resolucién de triangulos en los li-
bros de texto, eso no significa que ese conocimiento matematico
fuese incorporado a la ensenanza de la materia de forma inme-
diata. Del mismo modo que los autores espanoles fueron incor-
porando paulatinamente el teorema del coseno en sus obras, el
uso de estos libros de texto en las instituciones en las que se es-
tudiaba matematicas también lo fue.
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Resumen

En este trabajo se analizan, primeramente, algunas consideraciones relevan-
tes que surgen a partir de la definicion de estimacidn y se describen tres des-
trezas basicas y dos tipos de estrategias de estimacion. Luego se presenta un
estudio que contrasta los procedimientos seguidos por un grupo de futuros
maestros al resolver tareas de estimacion de medidas, con las estrategias que
indican explicitamente y su relacidon con los procedimientos ejecutados. Los
resultados informan que, para las magnitudes fundamentales, los estudiantes
estiman usando estrategias de conocimiento de referentes o de interioriza-
cién de unidades basicas, acompafiadas siempre de estrategias de compara-
cién, mientras que para la magnitud de area recurren a la magnitud auxiliar
longitud y a referentes de longitud y a técnicas indirectas. Por ultimo, se con-
cluye que existen escasa relacion entre las estrategias que explican y las que
expresan.

Palabras clave: estimacion de medidas, estrategias, maestros en formacion,
tareas

Abstract

In this work, firstly, some relevant considerations that arise from the definition
of estimation are analyzed and describe three basic skills and two types of es-
timation strategies. Then, a study is presented that contrasts the procedures
followed by a group of future teachers when solving measurement estimation
tasks, with the strategies that they explicitly indicate and their relationship
with the procedures performed. The results report that for the fundamental
magnitudes, the students estimate using strategies of knowledge of referents
or of internalization of basic units, always accompanied by comparison strate-
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gies, while for the magnitude of area they resort to the auxiliary magnitude
length and referents of length and indirect techniques. Finally, we conclude
that there is little relationship between the strategies they explain and those
they express.

Keywords: measurement estimation, strategies, teachers in training, tasks

1. Introduccion

La mayor parte de las personas realizamos estimaciones sobre
medidas varias veces al dia, casi sin ser conscientes de ello. El
tiempo que nos va a tomar ir al trabajo, la cantidad que nece-
sitamos de un determinado producto o el precio final que va
a tener un producto que disfruta de un descuento son solo al-
gunas situaciones cotidianas en las que realizar buenas esti-
maciones resulta muy practico en el mundo en el que vivi-
mos. Esa capacidad de estimar es objeto de ensenanza en la
matematica escolar, y el profesor Isidoro Segovia ha realizado
notables contribuciones en este campo de la investigacién en
Didactica de la Matemadtica. Los sujetos con los que hemos
trabajado son futuros maestros que han tenido como forma-
dor a Pablo Flores, todo un ejemplo de rigor, seriedad y cali-
dad en su trabajo. Con mucho afecto y no menos modestia, le
dedicamos este capitulo a estos dos valiosos compaferos y
amigos.
La estimacion en matematicas se puede definir como:

[...] el juicio de valor del resultado de una operacién numérica o de
la medida de una cantidad, en funcién de circunstancias individua-
les del que lo emite. (Segovia et al., 1989, p. 18)

De esta definicion se desprenden varias consideraciones rele-
vantes. Por una parte, se trata de que una persona proponga el
resultado de una operacion aritmética o la cantidad de una de-
terminada magnitud que presenta un objeto. Surgen, asi, dos ac-
tividades de estimacién basicas, computacional y de medidas,
que hoy en dia en la literatura de investigacion se amplian a cua-
tro. Ademas de las anteriores, se habla de estimacion de cantidad
(numerosidad) y estimacion de la recta numérica (Sunde et al.,
2021). Esta dltima se aplica, fundamentalmente, cuando un su-
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jeto ubica determinados nimeros en la recta numérica. En este
trabajo nos centramos en la estimacion en medida y, como sefa-
lan estos mismos autores, la estimacion de medida es probable-
mente la mds extendida en otras disciplinas, como ciencias, in-
genieria y tecnologia.

La segunda consideracion relevante de la definicion anterior
es que se trata de un juicio de valor y que, por tanto, en el caso
de la estimacion en medida no se contempla el uso de herra-
mientas especificas de medicion. Asi, en la mayor parte de las
ocasiones esta particularidad se hace efectiva, porque este tipo
de estimacion se realiza en:

[...] situaciones cotidianas en las que el calculo o la medicién preci-
sos se definen contextualmente como imposibles o innecesarios.
(Forrester y Pike, 1998, p. 334)

En esta linea, Segovia et al. (1998) presentan tres tipos de me-
didas en las que se da esa circunstancia: estimar valores que no
se pueden conocer a priori, como indicadores socioeconémicos,
valores que suelen variar con frecuencia, como la temperatura, o
medidas que tienen determinadas limitaciones, como imperfec-
ciones que imposibilitan una medida precisa.

Finalmente, la definicion inicial subraya el hecho de que ese
juicio de valor se emite bajo el condicionamiento de circunstan-
cias individuales. Como senala Sowder (1992), el individuo
debe invocar varias formas de referentes mentales para propor-
cionar una medida de la magnitud en cuestién. Segovia et al.
(1998) sostienen que «las intuiciones y experiencias propias del
sujeto que hace la estimacion tienen una importancia destacada»
(p. 18). Como veremos mas adelante, las estrategias de estima-
cion de medidas consideran de manera expresa esos referentes,
intuiciones y experiencias.

Segovia y sus colaboradores también destacan que la estima-
cién de medidas es educable, en el sentido de que, con una pla-
nificacion docente cuidada, se puede lograr que los estudiantes
desarrollen sus habilidades de estimacién. De hecho, la estima-
cién tiene presencia constante en el curriculo de matematicas de
numerosos paises, entre ellos Espafia, en donde se incluye en
uno de los objetivos de la Educacién Primaria:
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Desarrollar las competencias matematicas basicas e iniciarse en la
resolucién de problemas que requieran la realizacion de operacio-
nes elementales de cilculo, conocimientos geométricos y estimacio-
nes, asi como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida
cotidiana. (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014, p. 7)

Este vinculo de la estimacién de medidas con la resolucion de
problemas se ha refrendado en algunos estudios en los que, por
ejemplo, se ha constatado que el desarrollo de habilidades de
estimacion tiene una implicacién positiva en el rendimiento ma-
temdtico escolar (Kramer et al., 2018). Para Sunde et al. (2021),
el papel de la estimacion en el aprendizaje escolar de las mate-
maticas se justifica desde dos puntos de vista. El primero, desde
una mirada psicologica, se refiere al papel de la estimacién en el
aprendizaje de varios temas matematicos, junto con su potencial
para identificar problemas de desarrollo cognitivo. El segundo,
mads pragmatico, se refiere a la importancia que tiene la estima-
cion en diferentes contextos del mundo real.

La investigacion también ha indagado el logro de las habi-
lidades de estimacion de escolares. Asi, Desli y Giakoumi
(2017) senalan que los estudiantes de Primaria no son espe-
cialmente competentes estimando longitudes de objetos, aun-
que suelen ser mds precisos si emplean unidades convencio-
nales. Joram et al. (2005) afirman que la razén por la que los
escolares no desarrollan por completo esas habilidades de es-
timacién es que no se trabajan de manera adecuada en el aula,
y eso se atribuye, por lo general, a la falta de confianza de los
propios maestros.

En este trabajo presentamos un estudio realizado con futuros
maestros en el que deben resolver una serie de tareas de estima-
cién de medidas y detallar las estrategias que aplican para obte-
ner sus resultados.

2. Estrategias de estimacion de medidas

Joram et al. (2005) sostienen que el desarrollo de estrategias es-
pecificas de estimacién de medidas es clave para promover un
desempeno consistente de los sujetos en este tipo de tareas. Se-
govia et al. (1998) proponen una serie de estrategias que deben
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ser objeto de trabajo en el aula, y que tienen una componente
subjetiva relevante, ya que:

[...] conllevan la eleccién de un término de comparaciéon o unidad
de referencia y el establecimiento de una relacion sensata entre la
cantidad a estimar y la unidad. (p. 153)

Estas estrategias se dividen en unas destrezas basicas (interiori-
zacion, establecer referentes y técnicas indirectas) y dos tipos de es-
trategias de estimacién propiamente dichas: comparacion y des-
composicion/recomposicion. Las definimos a continuacion.

2.1. Interiorizacion

Esta destreza se centra en la interiorizacion de las unidades de
medida de magnitudes bdsicas. Si consideramos, por ejemplo, la
longitud, se trataria de tener una referencia perceptiva de lo que
es un centimetro, un decimetro, un metro, etc. Pero también es
igualmente util conocer objetos o partes del cuerpo cuyas longi-
tudes sean las de esas unidades. Como Segovia et al. (1989) se-
nalan:

Diremos que una unidad de longitud estd interiorizada cuando un
nino es capaz de reconocerla, construirla o sefalar dimensiones y
distancias cuya longitud sea aproximadamente la de cada una de
estas unidades. (p. 153)

2.2. Establecer referentes

El establecimiento de referentes consiste en conocer algunas me-
didas proximas a la actividad del individuo, tanto del propio
cuerpo como de objetos cercanos a su actividad cotidiana. Esta-
blecer una asociacién entre las dimensiones de determinados
objetos con unidades de medida de algunas magnitudes facilita
la estimacion. Para promover esta destreza en los escolares, es
necesario brindarles un abanico amplio de referentes para dife-
rentes magnitudes.

12. Estrategias de estimacion en futuros maestros | 235



2.3. Técnicas indirectas

También es ttil para estimar medidas el conocimiento de for-
mulas y relaciones fundamentales. Estableciendo algunas longi-
tudes con otras estrategias de estimacion, después se pueden
aplicar formulas de perimetros, dreas o voliimenes, o se pueden
relacionar datos mediante el teorema de Thales, el de Pitagoras,
o la desigualdad triangular, entre otros resultados. En esta des-
treza también cobra protagonismo el cdlculo mental para llevar
a cabo muchos de esos calculos y relaciones.

2.4. Comparacion

La comparacién resulta fundamental en la estimacion de medi-
das. Estd basada en el uso de unidades estandar o de referencias
propias un determinado sujeto (Segovia et al., 1989, p. 162).
Esa comparacién puede ser de tres tipos, seglin se concrete la
relacion entre la unidad de referencia y la cantidad que hay que
estimar: cantidad a estimar igual que la unidad (aproximada-
mente), cantidad como mdltiplo de la unidad o cantidad como
divisor de la unidad. En el primer caso, se realizan ajustes tras la
estimacion al alza o a la baja, mientras que en las otras dos si-
tuaciones o bien la comparaciéon permite estimar que la unidad
cabe varias veces dentro de la cantidad, o bien cuantas partes de
la unidad ocupa la cantidad.

2.5. Descomposicion y recomposicion

Esta estrategia cobra relevancia cuando es necesario estimar una
cantidad que se puede dividir en varias partes o elementos. En
ocasiones estas particiones son claramente visibles, como en un
edificio, y otras porque alguna parte del objeto esta oculta, pero
se conoce una relacién con lo visible (como un iceberg). Prime-
ro es necesario hacer esa descomposicion mentalmente, después
se establecen comparaciones para las cantidades especificas y
luego se hace una valoracion final de las cantidades.
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3. Metodologia

Abordamos un trabajo de enfoque cualitativo, con un alcance de
naturaleza exploratoria y descriptiva (Cohen et al., 2011), ya que
propone un acercamiento inicial al desempeno y al alineamien-
to entre las habilidades de estimacion conocidas por los futuros
docentes, con las habilidades puestas en juego ante una situa-
cién practica. Ademads, no se pretende establecer inferencias, sino
simplemente describir lo observado.

3.1. Los sujetos y la formacion recibida

Los sujetos observados en el trabajo son estudiantes de primer
curso del grado en Educacién Primaria, de la Universidad de
Granada durante el curso 2018-2019. La muestra se ha elegido
por disponibilidad y con la condicién de que los estudiantes
fuesen presenciales.

Como caracteristicas habituales de estos estudiantes, no hay
muchos repetidores, por lo que se trata de estudiantes que se
acaban de incorporar a la Universidad. En general, estos estu-
diantes estin motivados, si bien en la mayoria de los casos su
conocimiento de las matematicas es deficiente; incluso, en algu-
nos casos, la consideracion hacia la materia es de haber sufrido
rechazo hacia la misma, que se manifiesta en la baja autoconfian-
za y la alta ansiedad que les provocan las matematicas (Sanchez-
Mendjias et al., 2020).

La formacién académica que poseen los estudiantes es la de
una persona que acaba de acceder al grado que ha cursado los
estudios de Ensenanza Secundaria y ha superado las pruebas de
acceso a la universidad.

La formacion matematica recibida durante el primer curso se
desarrolla en la materia Bases Matematicas para la Educacién
Primaria, con 9 créditos ECTS asignados, de caracter obligatorio
y que se imparte en el primer semestre del titulo. En ella, los es-
tudiantes se enfrentan a los contenidos de las matematicas de la
Educacién Primaria desde una perspectiva de la profundizacion
y ampliacion de los significados de dichos contenidos. Mds espe-
cificamente, esta materia se centra en el estudio, analisis y re-
flexion de los conceptos y procedimientos matematicos de los
bloques de matematicas de Educacién Primaria, de sus formas
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de representacion y modelizacién (incluyendo materiales y re-
cursos), de su fenomenologia y de algunos aspectos histéricos de
los mismos, pero siempre desde la perspectiva del conocimiento
y las competencias que debe desarrollar un profesor para el ejer-
cicio de su labor docente.

El modelo de formacién que reciben refleja un enfoque fun-
cional de las matematicas escolares, que considera que los con-
ceptos y los procedimientos tienen un para qué cercano y se pue-
den usar para algo tangible, como se postula en el actual curricu-
lo, en el que el conocimiento matemadtico ha de plantear y
responder a cuestiones reales, y resolver problemas en diferentes
contextos, es decir, desarrollar competencias que permitan dotar
de sentido a los contenidos matemdticos (Rico y Diez, 2011).

En lineas generales, la materia se desarrolla en dos partes dife-
renciadas: las sesiones de gran grupo (dos semanales de 1,5 ho-
ras); y las sesiones de pequenos grupos o seminarios practicos
(de una hora semanal). Los contenidos tedricos y practicos se
describen en la tabla 1.

Tabla 1. Contenidos teoricos y practicos de Bases Matematicas para la
Educacion Primaria.

Contenido tedrico Contenido practico
El nimero natural. Sistemas de numeracién Aritmética
Aritmética

Numeros racionales

Figuras geométricas Geometria

Transformaciones geométricas planas. Orienta-
cion espacial

Magnitudes y su medida Magnitudes y medida

Introduccién a la estadistica y a la probabilidad ~ Estadistica y probabilidad

Este trabajo se centra en el tema dedicado a las magnitudes y
su medida, en el que el contenido detallado es:

e Tedrico: magnitudes y su medida. Idea de magnitud. Canti-

dad. Tipos de magnitudes. Las magnitudes longitud, superfi-
cie, volumen, amplitud, capacidad, tiempo y dinero. Medida
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directa de magnitudes; sistemas de unidades de medida; evo-
lucion histérica Medida indirecta de magnitudes: proporcio-
nalidad aritmética y geométrica. Estimacién y aproximacion
en la medida.

e Practico: magnitudes y medida. Medidas directas e indirectas;
instrumentos de medida; sistema métrico decimal.

3.2. Fuentes de informacion

Recogemos la informacion de las producciones de los grupos
de estudiantes al realizar la practica relativa a magnitudes y su
medida. A los estudiantes se les facilita una descripcién detalla-
da de las capacidades y destrezas bdsicas de las que conviene
disponer para realizar estimaciones razonables en medida, que
hemos detallado al inicio, y se les pide que realicen estimacio-
nes de diversas cantidades de magnitud, ademas de pedir que
indiquen qué destrezas emplean cuando las abordan. Asi, por
ejemplo, algunas de las cantidades de magnitud que se les pide
estimar son la masa de una lenteja o el grosor de un folio de
papel.

Durante la sesion trabajan en pequenos grupos y, con ayuda
del docente, completan la practica. Posteriormente, ya de mane-
ra grupal, pero sin supervision del docente, deben elaborar un
informe o un trabajo similar que entregan pasados unos dias.

Asi, la fuente de informacién que utilizamos en este estudio
es el trabajo grupal entregado por los estudiantes correspondien-
te a la practica de Magnitudes y su medida como respuesta a la
pregunta que aparece en la figura 1.

Analizamos en este trabajo las producciones de 16 grupos de
la misma clase, que asistian a tres seminarios. Codificamos como
G11 a G15 a los grupos que asistian al primer seminario, G21 a
G26 a los que asistian a los del segundo y G31 a G35 a los del
tercero. No existen diferencias entre los estudiantes que pertene-
cen a cada seminario.

3.3. Analisis de las respuestas
Analizamos de manera cualitativa, para cada uno de los procedi-

mientos de estimacién proporcionados por los grupos tanto las
estrategias de estimacion que expresan en sus explicaciones
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como la relacién existente entre sus explicaciones y las estrate-
gias de estimacién que mencionan explicitamente.

Describe los procedimientos de medida y de estimacion mds adecuados en
cada caso, seleccionados entre los que han empleado los miembros del
equipo para obtener las medidas de los objetos realizadas en la fase de tra-
bajo individual: drea de la figura inferior, capacidad de la papelera, volu-
men del aula, peso de una silla, peso de una canica y grosor de un folio.

Figura 1. Pregunta planteada en el cuadernillo de trabajo grupal.

4. Resultados

Como resultados comunes para todas las preguntas, destacamos
que ninguna de las respuestas proporciona la estimacién de la
cantidad de magnitud, sino que son de caracter descriptivo y es-
tan redactadas verbalmente. En ellas, los grupos describen es-
quemadticamente el proceso seguido y, en pocos casos, indican
las estrategias de estimacion que han usado.

Atendiendo a los procedimientos descritos, las respuestas se
pueden agrupar segtin las estrategias de estimacion usadas, aun-
que estas no estén mencionadas explicitamente. Organizamos
las aportaciones de los grupos, para cada pregunta, atendiendo a
las estrategias de estimacion. Para ello, debido a la poca preci-
sion de las respuestas, para cada pregunta describimos: 1) los
procedimientos seguidos por los grupos, y 2) las estrategias que
indican explicitamente y su relacién con los procedimientos eje-
cutados.
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4.1. Estimacion del grosor de un folio:
procedimiento sequido

En esta tarea se solicita que se estime el grosor de un folio A4 de
papel. La magnitud involucrada, la longitud, es fundamental,
por lo que no se espera que los estudiantes utilicen magnitudes
auxiliares ni técnicas indirectas como calculos.

El conjunto mas numeroso de respuestas esta formado por
aquellos grupos (8 de 16) que utilizan la interiorizacién de uni-
dades bdsicas, generalmente 1 mm, aunque uno de los grupos
indica que es 1 cm y otro de los grupos no expresa la unidad.
Todos los grupos, salvo uno, complementan la interiorizacién
con la técnica de comparacion. Es el grupo G25 el que, en lugar
de hacer una comparacién de su referente (1 mm) con el grosor
del folio, hace un proceso de composicién de cantidades de
magnitud al apilar folios hasta que consideran que han llegado a
1 mm. Esto les exige en una tltima fase dividir 1 mm entre la
cantidad de folios apilados.

Un segundo conjunto de respuestas incluye a los grupos (3 de
16) que utilizan el conocimiento de referentes. Para dos de estos
grupos, el referente es el grosor de una pila de folios (una libreta
o un paquete de folios), pero sorprende el grupo que indica que
su referente es el grosor de un panuelo de papel.

En el tercer conjunto (2 grupos de 16) no estiman, sino que
miden. Realizan medidas directas de paquetes de folios y los di-
viden entre el nimero de folios que contiene el paquete.

Por udltimo, dos de las respuestas no contienen informaciéon
de la que se pueda extraer informacién, bien porque estd en
blanco, bien porque lo haria al azar.

Respuesta de G24:

A pesar de ya saber el grosor de un folio si hubiéramos tenido que

hacerlo con estimacién seguramente hubiera sido con ojo y algo de
azar.

4.2. ldentificacion de estrategias de estimacion
al estimar el grosor de un folio

En general, la precisién en la identificacién de la estrategia reali-
zada es baja. Solo 5 de los 16 grupos son capaces de expresar

12. Estrategias de estimacion en futuros maestros

241



adecuadamente la estrategia usada (ya sea interiorizacién de
unidades bdsicas de medida o conocimiento de referentes). El
resto de los grupos:

e Confunden las estrategias, especialmente el conocimiento de
referentes se usa cuando se deberia identificar interiorizacion
de unidades bdsicas. Por ejemplo, G25 dicen:

Para estimar el grosor del folio utilizamos la referencia del grosor que
tienen las hojas de una libreta y comparandolas intuimos el grosor.

Asi, mencionan la referencia del paquete de folios, cuando lo
que realmente estin usando es la interiorizacion de 1 mm.

e Usan el término estimar o aproximar como comodin para ex-
presar comparaciones o cualquier otra estrategia. Por ejem-
plo, G24 senalan que:

Como recordamos mds o menos como es un milimetro gracias a
haber utilizado tantas veces la regla, decidimos estimar en torno a
esa medida.

e No indican estrategia, aunque de facto si que hayan usado al-
guna en la estimacion. Por ejemplo, G22 dice:

Miramos el folio a la altura de los ojos.

4.3. Estimacion de la masa de una
silla: procedimiento sequido

En esta tarea se solicita que se estime la masa (aunque en el
enunciado se utiliza peso/masa) de una silla de las que hay en
las aulas. La magnitud involucrada, la masa, es fundamental, por
lo que no se espera que los estudiantes utilicen magnitudes auxi-
liares ni técnicas indirectas como cdlculos. De hecho, todas las
respuestas, salvo una, mencionan objetos de referencia que com-
paran con la masa de la silla.

Entre los referentes encontramos diversos objetos cotidianos,
como «el peso de un bebé» (G11), «nuestro perro» (G31) o sim-
plemente «algo de la vida cotidiana» (G25).
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La respuesta que no usa referentes es la que corresponde al
grupo G12:

Para obtener mediante estimacion el peso de la silla, un companero
la elevé a pulso y estimo cudnto podia pesar aproximadamente.

Aunque no lo indican, la estrategia es la de interiorizacion de
medidas, ya que el estudiante que levanta la silla debe haber in-
teriorizado la masa 1 kg.

4.4. |ldentificacion de estrategias de estimacion
al estimar la masa de una silla

A pesar de la uniformidad de los procedimientos seguidos, la re-
ferencia explicita a las estrategias es variada. La comparacion es
la mas repetida (9 de 16 grupos), si bien la realidad es que casi
todos (15 de 16) la han llevado a la préctica en su procedimien-
to. Ocurre lo mismo con el conocimiento de referentes, que solo
lo expresan tres de los grupos, a pesar de que quince de ellos lo
han usado.

La interiorizacién de las unidades bésicas de medida, en este
caso el kg, es mencionada por dos grupos, pero no por el que
realmente la pone en practica.

Finalmente, llama la atencién la mencion de G26 a las medi-
das indirectas:

Estrategia de comparacion. Comparo y estimo el peso de la silla
con, por ejemplo, una garrafa de agua de 5 litros que aproximada-
mente pesa 5 kilos. (Medida indirecta).

En ningin caso se aprecia el uso de técnicas indirectas y no
parece necesario en este caso.

Como en el caso del grosor de un folio, los estudiantes con-
funden las estrategias, usan los términos estimar o aproximar
como comodines para expresar comparaciones o cualquier otra
estrategia, o simplemente no indican estrategia.
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4.5. Estimacion de la capacidad de la
papelera: procedimiento sequido

Como magnitud fundamental, la estimacién de una cantidad de
capacidad no deberia requerir ayuda de otras magnitudes, pero
en el caso de la capacidad su relacion con el volumen puede pro-
vocar que los estudiantes se ayuden de esta dltima para realizar
la estimacion.

Atendiendo a las estrategias seguidas, las respuestas son de
dos tipos. En el primero, en el que hay 13 de 16 grupos, recurren
al conocimiento de referentes (junto con estrategias de compara-
cién). Casi todos los referentes son recipientes rigidos de agua de
diferentes tamanos: botellas de agua de 51, garrafas de 81, bote-
llas de 21I... Pero dos grupos también usan un referente no rigido,
la bolsa de basura que, como sabemos, se organiza comercial-
mente atendiendo a su capacidad. Por ejemplo:

La papelera llevaba una bolsa de basura grande de 40 litros. Nos
dimos cuenta de que le sobraba bolsa, de modo que partiendo de
que su volumen debia ser inferior a 40 litros, realizamos la estima-
cién. (G24)

En el segundo tipo de respuestas, formado por tres grupos,
utilizan la interiorizacién de unidades basicas de medida. Por un
lado, uno de los grupos usa el referente 1 1, y la estimacion la
realiza por comparacion:

Para estimar la capacidad de la papelera, utilizamos la estrategia de
interiorizacion, para este caso: 1.°© como conocemos el volumen
que ocupa un litro de agua; 2.° estimamos cudntos litros puede
ocupar gracias a la interiorizacién de lo que ocupa 1 litro de agua.

Por otro lado, los otros dos grupos recurren al volumen (y a
la longitud) para realizar la estimacion. Para estos, el referente es
el cm y, ademas de la comparacion de longitudes, estdn obliga-
dos a utilizar las técnicas indirectas para realizar la estimacion:

Para saber el volumen de una papelera, pensamos que su forma se

asemejaba a la de un cilindro, por lo que a través del dominio de la
férmula lo calculamos. Para saber el radio, no nos fuimos a ninguna
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de las bases, ya que eran distintas entre si, por lo que decidimos esti-
marla en la mitad de la papelera y a partir de nuestra medida que te-
nemos interiorizada de 5 cm calculamos nuestra estimacion. (G15)

4.6. ldentificacion de estrategias de estimacion
al estimar la capacidad de una papelera

La mencion especifica a las estrategias es variada: cuatro grupos
mencionan el uso de referentes, dos la interiorizacién, tres la
comparacién y uno el dominio de técnicas indirectas. Se aprecia
claramente que hay poca precision en la identificacion de la estra-
tegia. Es mas, esta poca precision se muestra en el uso expresiones
como «a ojo» (G12, G23 y G25) o «nos imaginamos» (D32).

4.7. Estimacion de la superficie de la
figura. Procedimiento seguido

Dado su caracter de magnitud derivada, para la estimacion de la
cantidad de magnitud superficie dada por la figura, esperamos
que los procedimientos requieran de uso de la magnitud auxiliar
longitud y del dominio de técnicas indirectas. Los resultados
muestran que, efectivamente, hay un conjunto de producciones
de los grupos (6 de 16) que requieren la magnitud longitud
como auxiliar acompanada del dominio de técnicas indirectas.
En estos procedimientos usan referentes (p. ej.: los dedos o el
ancho de una una) para medir de manera directa las longitudes
ancho y alto de un rectangulo que circunde a la figura. Posterior-
mente, con ayuda de la férmula del drea del rectingulo, calculan
una estimacion.

Otro conjunto mas numeroso de producciones (7 de 16) hace
uso de referentes para una estimacién por comparacién directa,
sin necesidad de recurrir a medidas auxiliares. Estos referentes de
cantidad de superficie son la superficie de la huella del pulgar, o
media huella del dedo indice, la superficie de la palma de la
mano, y también otros objetos como una goma de borrar o un
teléfono movil. Uno de los grupos (D33) usa el rectingulo del
borde de la imagen de la figura como referencia para realizar la
comparacién. Otros dos grupos utilizan material manipulativo
como una cuadricula en papel transparente o 1 cm? de papel re-
cortado con el que realizan una medida directa de la forma. Des-
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pués usan estrategias de composicion y descomposicion para es-
timar aquellas partes que no se ajustan a los cuadrados predeter-
minados (figura 2). Un dltimo grupo usa como estrategia la
interiorizacion de 1 cm?.

Figura 2. Calculo de la superficie de la figura usando cuadricula transparente.

4.8. |dentificacion de estrategias de estimacion
al estimar la de la superficie de la figura

En cuanto a las estrategias que describen explicitamente, abun-
dan las descripciones sin ninguna estrategia (8 de 16 grupos). El
resto de los grupos tampoco se caracterizan por dicha descrip-
cién, expresando solo una estrategia cada uno de ellos. Entre las
que mencionan, tres grupos hablan del conocimiento de referen-
tes, dos de estrategias de comparacion, uno de interiorizaciéon de
unidades y otro de composicion y descomposicion.

De todos, solo cuatro grupos identifican adecuadamente la
estrategia que han usado en su procedimiento. Por ejemplo, el
grupo D14 confunde la interiorizacion de las unidades de medi-
da con el conocimiento de referentes y, aunque describen el pro-
ceso de uso de técnicas indirectas, no lo indican explicitamente:

Para saber la superficie de la figura por estimacién, hemos utilizado
nuestra ufa, que suponemos que es 1 cm (estrategia de interioriza-
cién). Después hemos ido poniendo la ufa varias veces hasta com-
pletar la superficie de la figura A; de tal manera que hemos contado
cuantas veces la hemos puesto. Una vez que sabemos cuantas unas
caben en la superficie, multiplicamos el resultado por lo que supo-
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niamos que media nuestra uia, es decir, por 1. De esta manera ob-
tenemos nuestra estimacion.

5. Conclusiones

5.1. Descripcion del procedimiento de estimacion

Las estrategias descritas por los estudiantes se ajustan a lo solicita-
do y son interpretables en términos de las estrategias de estima-
cion. Como es de esperar, para las magnitudes fundamentales, los
estudiantes estiman usando estrategias de conocimiento de refe-
rentes (especialmente para la masay la capacidad) o de interioriza-
cion de unidades basicas (principalmente en la longitud), siempre
acompanadas de estrategias de comparacion. En pocas ocasiones
recurren a otras estrategias para estas magnitudes fundamentales.

Cuando se trata de la magnitud drea, al ser una magnitud de-
rivada, encontramos mds variedad de estrategias: algunos grupos
(37,5%) recurren a la magnitud auxiliar longitud y a referentes
de longitud y a técnicas indirectas, aunque otros recurren a refe-
rentes de drea o, incluso, a la interiorizacion de unidades de area.

Con respecto a los referentes que se usan, para la longitud
utilizan referentes relacionados con el objeto a estimar (paque-
tes de folios) y para la capacidad referentes relacionados con ob-
jetos de uso cotidiano (recipientes para agua). Para la masa, la
riqueza de referentes es mayor, ya que los estudiantes usan desde
bebés hasta pesas de gimnasio, pasando por comidas (sandias o
azucar). Los referentes mas llamativos son los de drea, entre los
que encontramos huellas, manos o teléfonos maviles.

Las unidades que mencionan como interiorizadas son usua-
les para la longitud (1 cm, 1 mm) y la capacidad (1 ). Para la
masa solo un grupo parece que usa unidad de masa, pero no in-
dica cudl es. En el caso del area, sorprende ver como los estu-
diantes mencionan el cm? como unidad interiorizada, aunque
no es lo comdan.

5.2. Identificacion de estrategias

Cuando tratan de utilizar el vocabulario especifico que se les ha
proporcionado, manifiestan poca precision y se observan mu-
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chas expresiones del tipo «a ojo», «mirando»..., sobre todo en
magnitudes diferentes a la longitud.

En general, existen pocas coincidencias entre las estrategias
que explican y las que expresan. No parece que la magnitud que
se esté estimando esté relacionada con la precision en la identifi-
cacion de las estrategias, puesto que en ninguna de las preguntas
hay mas de 5 grupos que relacionen correctamente el proceso y
la estrategia.

Aparecen también confusiones manifiestas con las técnicas
indirectas como. Por ejemplo, G34, cuando explican coémo han
estimado la masa de la canica, dicen:

Es una medida directa, ya que utilizamos las mismas magnitudes
tanto para realizar el procedimiento para llegar al resultado, como
para el resultado.

Este estudio exploratorio confirma que la resolucion satisfac-
toria de tareas de estimacién de medidas es compleja, y que es
necesario promover el aprendizaje y el dominio de las destrezas
y estrategias presentadas. Esto confirma estudios internacionales
sobre estimacion, y pone una llamada de atencion en la forma-
cién inicial de maestros.
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Intervencion didactica en azar y
probabilidad para la prevencion
de la ludopatia en jovenes

Didactic intervention in chance and probability for the
prevention of problem gambling among young people

ENRIQUE MARTINEZ-JIMENEZ, RAFAEL BRACHO-LOPEZ, NATIVIDAD ADAMUZ-
POVEDANO Y ELVIRA FERNANDEZ-AHUMADA
Universidad de Cordoba

Resumen

El auge de los nuevos medios tecnoldgicos ha favorecido que la ludopatia
afecte cada vez a mas personas, de menor edad y con un mayor dafio econo-
mico y de salud. Algunos expertos avalan la necesidad de apoyar los programas
de tratamiento y prevencion con propuestas educativas en general, y de edu-
cacion matematica en particular, que ayuden a entender el funcionamiento de
los juegos de azar a las personas afectadas o en riesgo. Partiendo de una revi-
sion exhaustiva de la literatura sobre el tema y del diagnostico de la situacion
concreta de un centro de Educacion Secundaria situado en un barrio especial-
mente afectado por la problematica, se presenta una intervencion didactica
experiencial, basada en practicas contextualizadas relacionadas con el desa-
rrollo de los contenidos propios del bloque de Estadistica y Probabilidad. Para-
lelamente, se realizara una evaluacion del impacto de la experiencia en la acti-
tud de los estudiantes en relacion con el fendomeno social que nos preocupa. La
iniciativa se desarrolla en el marco de una convocatoria de proyectos de trans-
ferencia del conocimiento cientifico con fines sociales y esta acompafada de
otras acciones educativas, en colaboracién con una asociacion de jugadores en
rehabilitacion, asociaciones vecinales y el equipo docente del centro.

Palabras clave: adiccion, juegos de azar, ensefianza de la probabilidad, trans-
ferencia del conocimiento

| 251



Abstract

The rise of new technological means has favored that gambling addiction af-
fects more people, younger and with a greater economic and health damage.
Some experts support treatment and prevention programs with educational
proposals in general, and Mathematics Education in particular, that help af-
fected or at risk people understand how gambling works. Based on an ex-
haustive review of the literature on the subject and the diagnosis of the spe-
cific situation of a Secondary Education center located in a neighborhood
especially affected by the problem, an experiential didactic intervention is
presented, based on contextualized practices related to the development of
the contents of the Statistics and Probability block. In parallel, there will be
an evaluation of the impact of the experience on the attitude of students in
relation to the social phenomenon that concerns us. The initiative is developed
within the framework of a call for projects for the transfer of scientific
knowledge for social purposes and is accompanied by other educational ac-
tions, in collaboration with an association of pathological gamblers in reha-
bilitation, neighborhood associations and the teaching team of the Secondary
School.

Keywords: addiction; gambling; probability teaching; transfer of knowledge

1. El problema de la adiccion al juego

La adiccion al juego, o ludopatia, es un desorden adictivo que se
manifiesta como un impulso incontrolable hacia el juego y las
apuestas. El Manual Diagndstico y Estadistico de los Trastornos Men-
tales, DSM 5 (American Psychiatric Association, 2013) reconoce
a la ludopatia como enfermedad enmarcada dentro de los tras-
tornos adictivos sin sustancias. Esta enfermedad esta cobrando
un protagonismo creciente en los dltimos afnos por el preocu-
pante aumento de casos y su gravedad. Se describen a continua-
cién algunas dimensiones de este problema.

1.1. Una panoramica de la problematica
del juego en jovenes

El negocio del juego en nuestro pais no deja de crecer desde su
legalizacién en 1977. Como se muestra en la tabla 1, la cuantia
de los importes dedicados al juego y los margenes de ganancia
de las empresas operadoras (el importe de la participacién en el
juego menos los premios satisfechos a los participantes, conoci-
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do como Gross Gaming Revenue, GGR) rompen récords ano tras
ano (Chdliz y Lamas, 2017; Clotas et al., 2020).

Como en todos los casos de salud publica, el bienestar social
choca frontalmente con los intereses econémicos de grupos mi-
noritarios y del propio Estado a la hora de crear y ejecutar politi-
cas de acciéon. A nivel internacional se muestra una tendencia
general hacia la desregularizacion del sector a pesar de interesan-
tes excepciones, como el caso Noruega (Clotas et al., 2020).

Tabla 1. Evolucion anual de los ingresos del Mercado de Juego Online de
2013 a 2018 en Espafa. Fuente: Direccion General de Ordenacion del Jue-
go (2019).

2013 Cantidad € 523.803.573 228.640.585
Variacién anual % 0,00 0,00

2014 Cantidad € 635.572.604 252.833.598
Variacién anual % 21,34 10,58

2015 Cantidad € 838.074.382 317.118.049
Variacién anual % 31,86 25,43

2016 Cantidad € 1.167.027.545 426.155.922
Variacién anual % 39,25 34,38

2017 Cantidad € 1.640.459.297 557.348.164
Variacién anual % 40,57 30,79

2018 Cantidad € 2.518.172.023 699.335.341
Variacién anual % 53,50 25,48

La seduccién de la publicidad y la omnipresencia de sus men-
sajes en television y eventos generales han tenido como resulta-
do un descenso de la edad de las personas afectadas por la ludo-
patia en nuestro pais. Segin los datos del Informe 2015 de la
Direccion General de Ordenacién del Juego, el 30,4 % de los ju-
gadores activos registrados en Espafa se encontraba ya en el ran-
go inferior de la muestra de 18 a 35 anos (Sanchez Pardo et al.,
2016).

Existe una importante escasez de datos sobre la incidencia del
juego en menores, evidentemente al tratarse de una practica ile-
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gal. No obstante, algunos estudios ofrecen datos preocupantes.
A modo de ejemplo, en la provincia de Valencia, el 62,1% de los
jovenes menores de 18 anos han apostado en algin juego de
azar (Choliz y Lamas, 2017), y el 6,4 % de los jovenes espafioles
de 14 a 18 anos han apostado dinero a juegos de azar en 2018,
segln la encuesta sobre uso de drogas en ensefianzas secunda-
rias ESTUDES (Observatorio Espanol de las Drogas y las Adiccio-
nes (OEDA), 2020). Por otro lado, Balsera (2021) y Chaparro
(2021) coinciden al afirmar que resulta alarmante el cambio
drastico en los dltimos anos del perfil del ludopata en relacion
con su edad. Si en la década de los noventa del pasado siglo la
media de edad estaba entre los 45 y 50 anos, en la actualidad
esta media se sitiia entre los 20 y los 30.

Esta relacion entre jovenes y juego ha sufrido una evolucion
en los dltimos afios que ha hecho que las instituciones incorpo-
ren este problema a su agenda de trabajo regular. La Fundacion
espanola de Ayuda contra la Drogadicciéon (FAD) realiza campa-
nas especificas dirigidas a j6venes desde 2017. De uno de sus es-
tudios (Megias Quiros, 2020) sobresalen algunos aspectos inte-
resantes: el juego y las apuestas se han naturalizado como mode-
lo de ocio, dejando la imagen de estigma social que le era propia
anteriormente; la iniciacién es grupal motivada por el deseo de
integracion y de imitacion de referentes mediaticos como las fi-
guras del deporte y la television; el motivo principal para iniciar-
se es la ilusion de alcanzar autonomia econémica; subyace la
idea de convertirse en profesional, para lo cual se sobreentiende
que es necesario jugar mucho; existe una percepcién positiva de
los jovenes que ganan dinero, ya que se les suponen grandes ha-
bilidades y conocimientos del juego; existen diferencias de géne-
ro notables, el jugador de éxito es masculino mientras que las
jovenes jugadoras ain son vistas de forma negativa.

1.2. La nueva dimension del problema: el juego en linea

La madurez de la sociedad de la informacion ha supuesto la univer-
salizacion de las tecnologias de la informacién y de la comunica-
cién (TIC) y el auge de la industria del ocio y los videojuegos,
con influencia desde la infancia a la edad adulta. Un campo de
cultivo perfecto para la explosion del mercado del juego en linea
que fascina por su ubicuidad, el uso de mecanismos psicologicos
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adictivos en su disefio y la practica ausencia de control de acce-
so, o facilidad para ser burlado.

Figura 1. El juego en linea supone un reto cuyas consecuencias mas graves aun
son desconocidas siendo los menores y jovenes los colectivos de mayor riesgo.
Fuente: https://www.rionegro.com.ar/ludopatia-online-la-ruleta-que-no-para-en-
cuarentena-1546696.

Esta creciente y variada oferta repercute en la relacion entre
jovenes y menores con el juego, dando lugar a una serie de carac-
teristicas diferenciales respecto a las modalidades de juego tradi-
cional (Lamas Alonso et al., 2018; Megias Quiros, 2020): el jue-
go en linea aumenta el habito y dificulta el autocontrol al mis-
mo tiempo que invisibiliza el problema frente a terceras personas
hasta que los sintomas son extremadamente graves; el nimero
de enfermos esta aumentando exponencialmente y la edad de
los mismos es cada vez menor; por tltimo, la progresion hacia la
adiccion es mucho mas rapida, en ocasiones bastan unos pocos
meses desde la primera exposicion frente a los cinco o seis afos
que se observaban en el juego presencial.

Aun se desconocen las repercusiones del estado de alarma sa-
nitaria provocado por la covid-19 desde inicios del 2020, a pesar
de que las ganancias y la apertura de nuevos locales de juego
tradicionales se han reducido notablemente, todo parece indicar
que en los proximos anos la problematica se agudizara en ntime-
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ro de personas afectadas, especialmente jovenes y menores, y en
danos causados a estos y a sus familias. Se vislumbra un proble-
ma social de caracter pandémico.

2. Matematicas y ludopatia,
relaciones y oportunidades

Abordar la situacién planteada pasa, en primer lugar, por legislar
una regularizacién del sector para combatir el alto nivel de expo-
sicion al juego y el acceso de menores o personas en riesgo. El
establecimiento de politicas adecuadas ha demostrado ser la in-
tervencion mas efectiva en la prevencion de la adiccion al juego
(Williams et al., 2012), pero no son las Gnicas.

A una legislacion eficaz deben sumarse intervenciones de ca-
racter educativo que ayuden a cambiar actitudes y creencias aso-
ciadas al juego, desarrollar habilidades preventivas y adquirir co-
nocimientos para reconocer los problemas derivados del juego y
las apuestas.

2.1. Mitos asociados a los juegos de azar

Existen una serie de falsas creencias o mitos relacionados con el
azar comunes a gran parte de los jugadores, independientemente
de que presenten o no problemas de adiccion. Se presenta a con-
tinuacién un listado de los mitos mas comunes y de los concep-
tos matematicos a los que refieren, extraido de Sanchez Pardo
et al. (2016) y adaptado a las categorias de Hahmann (2016) y
Williams et al. (2012):

e Mitos relacionados con la percepcion erronea del juego en ge-
neral.
El juego es una forma fécil de hacer dinero.

La base del negocio de las casas de apuestas es que siempre
existen mas probabilidades de perder que de ganar. Una apli-
cacion del cdlculo de probabilidades a cada juego concreto
permite reconocer esta realidad.
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e Mitos relacionados con una autopercepcion erronea de las
habilidades propias.

Dispongo de un método de juego que me ayuda a ganar.
Apostando con un patrén determinado hay mas posibilidades de
ganar.

La aleatoriedad esta siempre presente en los juegos de azar.
No hay patrones de comportamiento que puedan influir en el
resultado del juego.

e Mitos relacionados con supersticiones y el control de la suerte.
Mi nimero de la suerte aumenta mis posibilidades de ganar.

Si existe equiprobabilidad de sucesos, todos los nimeros
tienen igual probabilidad de resultar agraciados.

e Mitos relacionados con atribuciones erréneas o falsas inter-
pretaciones.

Algunas personas tienen mds suerte que otras.
Tengo la sensacién de que hoy es mi dia de suerte.

La aleatoriedad de los juegos de azar implica que todas las
personas tienen las mismas oportunidades de ganar o perder.
Si en el juego se da independencia de sucesos, no existe corre-
lacién entre unas jugadas y otras, por lo cual no hay rachas
buenas o malas, a pesar de que nuestro cerebro se empene en
crear conexiones.

e Mitos relacionados con correlacion ilusoria y karma.

Si una maquina de juego lleva tiempo sin pagar un premio, es que
un premio grande estd préximo a salir.

Si seguimos jugando, nuestra suerte cambiara y podremos recuperar
el dinero perdido.

Al igual que antes, si las jugadas son independientes unas
de otras, la probabilidad de ganar es la misma en la primera
jugada que en la namero 100. El hecho de que un resultado
lleve mucho tiempo sin salir no quiere decir que tenga que
salir en las siguientes jugadas. Normalmente, los jugadores
incrementan sus pérdidas, porque siguen jugando con la
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creencia de que en algin momento cambiara la tendencia.
Las pérdidas seran mayores cuanto mas se juegue.

Si estos son los mitos que la publicidad y los medios de co-
municacion se encargan de fortalecer, seria obvio que el conoci-
miento de los principios de la probabilidad y la estadistica y la
aplicacion de la l6gica matematica serian suficientes para invali-
darlos y prevenir cualquier tipo de problema con el juego. Vea-
mos qué dicen las investigaciones en este campo.

2.2. El papel de la educacion matematica
en los problemas con el juego

Existe una estrecha conexién entre matemadticas y juego, ya que
cualquier juego se basa en un modelo matematico que lo confi-
gura. Cualquier juego de azar o apuesta ha sido ideada y valida-
da matemdticamente antes de hacerse ptblica en busca de opti-
mizar los beneficios de la empresa operadora. Partiendo de esta
idea, Catilin Barboianu (2019) afirma que no se puede tratar a
un jugador separando del analisis matematico del juego con el
que tiene problemas.

Sin embargo, la relacién entre el conocimiento matematico y
la posibilidad de desarrollar relaciones problematicas con el jue-
go parece no estar clara. Segtin Shaffer et al. (1995), los jovenes
con conocimiento bdsicos sobre probabilidad y azar desarrolla-
ban habitos de juego mas responsables que los que no los po-
seian. Asimismo, se ha detectado que jugadores con problemas
de adiccion poseen una comprension mas limitada de la natura-
leza del azar si se les compara con jugadores habituales no pro-
blematicos (Turner, 2000). Con todo, otras investigaciones su-
gieren que en el momento de jugar los participantes sostienen
las mismas percepciones y cometen los mismos errores indepen-
dientemente de su conocimiento previo sobre estadistica y pro-
babilidad (Lambos y Delfabbro, 2007; Pelletier y Ladouceur,
2007). Esto significa que los jugadores suelen desactivar su pen-
samiento racional cuando estan inmersos en el proceso de jue-
go, prestando atencién solo a cierto tipo de informacién en fun-
cion de los intereses personales y la experiencia de cada uno.

Estos resultados indican que el conocimiento de los princi-
pios de la probabilidad y la estadistica no es determinante una
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vez que se ha establecido una relacién patolégica con el juego.
Por esa misma razén, es necesario incorporar la educacién mate-
madtica en una fase inicial de prevencion que favorezca una pri-
mera aproximacioén al juego con menor riesgo. En este sentido,
varios autores (Keen et al., 2017; Turner, 2000; Williams et al.,
2012) avalan la necesidad de incorporar desde edades tempra-
nas el aprendizaje de contenidos matematicos bdsicos que permi-
tan desarrollar posteriormente conceptos como el de probabilidad
de un suceso de juego.

Williams et al. (2012) incorporan la dimensién psicolégica
recomendando programas educativos preventivos que desarro-
llen competencias en dos ambitos: la capacidad de analizar la
probabilidad real de ganar en un juego de azar, aprendizaje de
los principios matematicos del juego, y la detecciéon de aspectos
perceptivos que estan presentes en los juegos y que contribuyen
a desinformar al jugador. En la misma linea se sitiia la propuesta
curricular de Turner et al. (2008), que incorpora al conocimiento
matematico, conciencia sobre la problematica social del juego,
el desarrollo de habilidades de control y de gestién emocional.

Por otro lado, Keen et al. (2017) también advierten de que el
analisis de experiencias educativas de este tipo ha demostrado
que no todo curso general de probabilidad y estadistica matema-
tica es capaz de lograr resultados significativos y duraderos en
programas de intervencién con jugadores patoldgicos. Entre sus
recomendaciones senalan que deben programarse iniciativas
destinadas a publico general, no al que ya tiene problemas, y a
una edad tan temprana como sea posible y que se utilicen conte-
nidos y plataformas relevantes para los participantes, jévenes y
ninos, medios tecnolégicos y ejemplos extraidos de su experien-
cia de juego previa o futura.

Basandose en este marco de investigacion se describe, a conti-
nuacion, la propuesta diddactica de caracter preventivo destinada
a jovenes «Aprende Matemadticas para Jugar con Cabeza», una in-
tervencion didactica experiencial, basada en practicas contextua-
lizadas relacionadas con el desarrollo de los contenidos propios
del bloque de Estadistica y Probabilidad con el objetivo de com-
batir algunos de los mitos asociados al juego.
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3. Una propuesta de intervencion: «Aprende
matematicas para jugar con cabeza»

En un mundo globalizado e interconectado como el actual la so-
ciedad del conocimiento ha adquirido una relevancia indiscuti-
ble desde sus componentes cientifica y tecnolégica, convirtién-
dose en un elemento fundamental para el desarrollo de las so-
ciedades en sus dimensiones social, econémica y personal. Por
ello, la apuesta por el desarrollo del conocimiento se ha conver-
tido en un pilar esencial que contribuira a conseguir los niveles a
los que se aspira en la prosperidad empresarial y laboral, el desa-
rrollo sostenible de las economias emergentes y la mejora de
nuestra sociedad en su conjunto, en particular de los sectores
mas necesitados (Ordoénez, 2002). En este marco, autores como
Nowotny et al. (2001) y Arias Pérez et al. (2011) plantean que
las universidades como instituciones creadas en los tiempos mo-
dernos para liderar la produccién de nuevo conocimiento estan
llamadas a integrar sus funciones cientificas y sociales, a contex-
tualizar la ciencia, a superar las anacrénicas divisiones entre las
disciplinas, a articular la investigaciéon con la docencia y sobre
todo a abrirse hacia la sociedad de forma completa e integrada,
dado que lo «interno» y lo «externo» son distinciones que en for-
ma paulatina van perdiendo su sentido por causa de las vincula-
ciones con el Estado, la industria y la sociedad en general.

La experiencia surge de la responsabilidad institucional de
parte del profesorado de Didactica de las Matematicas de la Uni-
versidad de Cordoba ante la problematica actual del juego en la
ciudad y, en particular, ante la vulnerabilidad de la poblacién
juvenil de los barrios menos favorecidos. El proyecto fue sub-
vencionado en la convocatoria UCO Social Innova de la Univer-
sidad de Cérdoba para iniciativas de transferencia del conoci-
miento cientifico con fines sociales.

3.1. El Distrito Sur de Cordoba, un contexto sensible

El Distrito Sur es una amplia zona de la ciudad de Cérdoba, en
la que podemos distinguir cuatro barrios: Poligono Guadalqui-
vir, Sector Sur, Fray Albino y Campo de la Verdad-Miraflores. Si
bien existen diferencias considerables entre unos barrios y otros,
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e incluso entre zonas concretas dentro de cada uno de estos ba-
rrios, en términos generales el nivel socioeconémico de la pobla-
cion de este distrito es medio bajo y, concretamente, la parte alta
del Sector Sur y gran parte del Poligono Guadalquivir podria
considerarse de exclusion social (IESA, 2011). Ante esta realidad
que hizo que el Instituto de Secundaria en el que se desarrolla
este proyecto fuese declarado Centro de Actuacién Educativa
Preferente en 1993 y a pesar de que algunas de las teorias de la
reproduccion de Bordieu y Bernstein, tan de moda en la Sociolo-
gia de la Educacion en décadas recientes, ain mantienen cierto
eco en nuestra sociedad (Avila, 2005), el profesorado que suscri-
be este proyecto, convencido de que la igualdad educativa si es
posible desde la responsabilidad del profesorado y de las admi-
nistraciones educativas y mediante actuaciones adecuadas, plan-
tea la experiencia que se presenta con el objetivo de abordar una
problematica que lamentablemente esta teniendo un impacto
singular en las capas sociales mas desfavorecidas, como es la
adiccion a los juegos de azar, desde la educacion matematica.

Los preocupantes datos que se recogen en el primer apartado
de este capitulo, entre otros, son un reflejo de un problema que
aumenta de la mano de la proliferacién de salas de juego y casas
de apuestas, que se instalan en una gran proporcién en barrios
con un bajo nivel socioeconémico. Es el caso del Distrito Sur en
la capital cordobesa, el tercer barrio con renta mas baja de Espa-
na que, sin embargo, cuenta con cuatro salas de juego, un hecho
nada casual que refleja el impacto de la problematica en los sec-
tores mas desfavorecidos y que se une a la alarmantemente cre-
ciente problematica de dependencia de los juegos en linea. Se-
gun la Federacion Espanola de Jugadores de Azar Rehabilitados
(Lamas Alonso et al., 2018), el 40 % de las personas atendidas
son adictas a los juegos a través de Internet.

Por todo ello, en Cérdoba, una ciudad con una marcada tra-
dicion asociacionista, se ha gestado en los tltimos meses un mo-
vimiento ciudadano liderado por asociaciones vecinales, la pla-
taforma «STOP Casas de Apuestas» y la Asociacién Cordobesa de
Jugadores en rehabilitacion (ACOJER), con el objetivo de afron-
tar esta problematica, una iniciativa que ha sensibilizado a los
representantes politicos en el Ayuntamiento, quienes han apro-
bado una mocién para trabajar sobre el tema. También desde la
responsabilidad social a la que aludiamos en el apartado ante-
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rior, la Universidad de Cérdoba se plantea sumar iniciativas
educativas de la mano del proyecto que se presenta, contando
con dos socios colaboradores de excelencia: un Instituto de Se-
cundaria, que, sin duda, es un referente social y cultural en el
denominado Distrito Sur de la ciudad, y ACOJER.

3.2. Desarrollo de la propuesta didactica

Los destinatarios directos son el alumnado del Distrito Sur de la
ciudad, representados por el alumnado de 1.°, 2.° y el de la asig-
natura de Matemadticas Orientadas a las Enseflanzas Académicas
de 4.° de Educacion Secundaria Obligatoria, junto con los estu-
diantes de la asignatura optativa especifica de 1.° de Bachillerato
Estadistica y Probabilidad Aplicada a la Vida Cotidiana de un
instituto del barrio. Participaran en la experiencia siete profeso-
res de la Universidad de Cérdoba, cinco del Departamento de
Matematicas del instituto, el responsable del Equipo de Orienta-
cién y la Asociacion ACOJER. También colaboran puntualmente
el Equipo de Orientacién Educativa de la zona, las asociaciones
vecinales del barrio y la plataforma «STOP casas de apuestas».

El proyecto se orienta hacia tres acciones fundamentales: la
exploratoria e investigativa, la intervencion diddctica en las aulas
y la de divulgacion local.

El estado de la cuestiéon comienza a configurarse con la ayuda
de los datos que inicialmente nos proporciona ACOJER y se
completa con las reuniones que mantenemos con el Equipo de
Orientacion del centro educativo. A partir de estas informaciones
realizamos una propuesta de investigacion, explicada en detalle
en el apartado siguiente, que nos ayudara a configurar el mapa
de la problematica actual de la adiccion al juego entre el alumna-
do del centro y los resultados de la intervencion.

La intervencién educativa estara dirigida por el equipo docen-
te, si bien se basard en el conocimiento y en los intereses de los
destinatarios y estard disenada por el propio alumnado de 4.° de
la ESO y de Bachillerato. Desde las asignaturas Matematicas
Orientadas a las Ensefianzas Académicas y Estadistica y Probabi-
lidad Aplicada a la Vida Cotidiana, el alumnado recibe forma-
cion sobre combinatoria, regla de Laplace, sucesos dependientes
e independientes, uso de tablas de contingencia y esquemas de
arbol para la asignacion de probabilidades y nociones sobre la
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influencia de la visualizacién en la percepcién de probabilidades
pequenas. El enfoque de la formacién es de caracter lidico y se
enfoca al disefio de sus propios juegos de azar de los estudiantes
a lo largo del primer trimestre del curso académico. El alumnado
calculara las probabilidades presentes en su juego y tomara deci-
siones sobre diseno, materiales, duracién de la partida, costes de
participacion y premios a entregar de manera que sus juegos re-
sulten atractivos en un taller final que asemejara un salén de jue-
gos. Dicho taller estard destinado al alumnado de 1.° de la ESO
y serd conducido por el propio alumnado de 4.° de Eso y Bachi-
llerato bajo la supervision del profesorado participante. A estos
alumnos de cursos inferiores se les asigna una cantidad moneta-
ria de curso no legal para que actiien como jugadores del salén.
Tras jugar 50 partidas rapidas, el juego se clausura y los alumnos
comprueban las ganancias obtenidas con el cilculo tedrico reali-
zado por ellos previamente. Comprobando, con sorpresa en mu-
chos casos, la gran proximidad a la «ganancia real» obtenida.

Para terminar, se organizara una jornada en torno a la proble-
matica de la adiccion a los juegos de azar con un planteamiento
basado en la informacién divulgativa, la reflexién y el debate,
que contara con la colaboracién y participacién de todos los
agentes externos implicados en la experiencia.

3.3. Disefo de la investigacion

Los resultados de la participacion en el taller de educacién mate-
matica aplicada a juegos de azar en las creencias asociadas al jue-
go de estudiantes de este Instituto de Ensefianza Secundaria se
estudian de forma exploratoria persiguiendo dos objetivos de
investigacion:

¢ Diagnosticar perfiles de riesgo en la relacion con los juegos de
azar en el alumnado de todo el centro educativo.

e Explorar el efecto de la participacion en el taller de educacién
matemadtica aplicada a juegos de azar en las creencias asocia-
das a los juegos de azar.

Se trata de una investigacion cuasiexperimental con un tipo

de diseno pre-post que desarrollara una metodologia mixta com-
binando una fase cuantitativa y otra cualitativa.
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La fase cuantitativa se compone de dos etapas. La primera se
basa en la evaluacion general del riesgo de juego patolégico en
los estudiantes del centro educativo mediante el cuestionario
CAGI - Inventario Canadiense de Juego para Adolescentes, V 1.09,
mayo 2010 (Tremblay et al., 2010). El cuestionario consta de
dos partes: en la primera (20 items) se analizan distintos juegos
o tipos de apuesta, la frecuencia de juego y el tiempo empleado;
en la segunda parte hay 24 items relativos a las consecuencias
apostar agrupadas en cinco ambitos: consecuencias psicologicas,
consecuencias sociales, consecuencias financieras, pérdida de
control y gravedad global de los problemas del juego. El andlisis
de las respuestas de esta segunda parte establece tres perfiles de
gravedad del problema de ludopatia (GPSS: Gambling Problem
Severity Subscale): luz verde implica que no hay problemas; luz
amarilla, gravedad baja o moderada; y luz roja, gravedad alta.

La segunda etapa, evaluara la eficacia de la participacion en el
taller sobre las creencias erréneas asociadas al juego, utilizando
el instrumento GBQ - Gamblers’ Beliefs Questionnaire (Steenbergh
et al., 2002). Se trata de un cuestionario de 20 items divididos en
dos categorias, ilusién de control (8 items) y suerte/perseveran-
cia (12 items). Las puntuaciones altas implican un mayor nivel
de distorsion cognitiva, y, por tanto, mayor tendencia al juego.

La fase cualitativa consistird en entrevistas semiestructuradas
individuales a una selecciéon de alumnado del centro de los dis-
tintos perfiles detectados en la fase cuantitativa y en entrevista
grupal abierta (focus group) con los participantes en el taller. El
objetivo serd explorar con mayor detalle las percepciones de los
jovenes sobre la relacion entre Matematicas y juego.

Se recogeran datos en varias etapas. Una primera muestra an-
tes de la realizacion del taller en la que se administrard a todo el
centro el cuestionario CAGI y a los participantes en el taller el
cuestionario GBQ-S (pretest). Una segunda muestra, un mes des-
pués de haber realizado el taller, en la que el alumnado partici-
pante en el taller realizard nuevamente el cuestionario GBQ-S
(postest). En una tercera etapa, se realizaran las entrevistas en
profundidad a alumnado de distintos perfiles (sin problemas de
juego, con problemas moderados y con problemas graves, ade-
mds de haber participado o no en el taller).
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4. Resultados esperados y
conclusiones del trabajo

El problema de la adicciéon a los juegos de azar en jévenes y me-
nores se incrementa cada afno en nuestro pais, al igual que en
otros paises desarrollados. A pesar de que ciertos juegos presen-
ciales siguen siendo populares, el crecimiento del mercado de
los juegos en linea debe seguirse con preocupacién por los ma-
yores efectos daninos que estos juegos tienen en las personas
con problemas de adiccién.

Un aspecto comun a los jugadores es la creencia de ciertos
mitos asociados al juego. La deteccion, andlisis y vigilancia de
estas falacias es un punto clave en cualquier proceso de autorre-
gulacion relacionado con la decisién personal de jugar.

La educacion matemadtica, en los bloques de probabilidad y
estadistica, es un complemento necesario de cualquier interven-
cion educativa destinada a la prevencion o intervencion psicolo-
gica de tratamiento de la adiccién al juego, ya que la matematica
es la base de cualquier juego de azar.

En este trabajo se ha planteado una propuesta de interven-
cioén preventiva, basada en un curso-taller donde se abordan al-
gunos de los mitos del juego conectandolos con los contenidos
matematicos que los alumnos han trabajado a partir de activida-
des manipulativas, de representacion y calculo relacionadas a si-
tuaciones y juegos cercanos a los jovenes y menores.

Se ha planteado igualmente la investigacién que se llevara a
cabo para: explorar los niveles de riesgo en un centro educativo
de Educacion Secundaria de un barrio periférico de Cérdoba es-
pecialmente afectado por el problema de la ludopatia; y analizar
el efecto de la participacion en el taller sobre las falsas creencias
asociadas al juego.

Se espera que la propuesta determine la idoneidad del curso
propuesto para invalidar algunas de las falsas creencias asociadas
al juego. Y, en segundo lugar, el nivel de mejora en distintos per-
files de jovenes: con problemas de adiccion, en situacion de ries-
go y sin problemas ni riesgo.
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de Educacion Primaria

Presence of different forms of estimation
in the primary education curriculum
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Universidad de Salamanca

Resumen

La estimacion es una componente clave de la competencia matematica y una
habilidad fundamental para la vida cotidiana. Adoptamos una amplia concep-
cion de este término que incluye cinco formas de estimacion. Tres de ellas han
sido consideradas tradicionalmente en la literatura: la estimacion en calculo,
la estimacion de cantidades (o de magnitudes discretas) y la estimacion en la
medida (o de magnitudes continuas). La estimacion en la recta numérica es
referida recientemente en la literatura como una forma de estimacion que ac-
tua de predictor del rendimiento en matematicas a lo largo de la educacion
obligatoria y de posteriores dificultades en el aprendizaje de las matematicas.
Ademas, reconocemos una quinta acepcion relativa a contextos probabilisti-
cos. Desde este enfoque multiple, realizamos un analisis de la presencia de la
estimacion en el curriculo de Educacion Primaria espafiol.

Palabras clave: calculo, curriculo, Educacion Primaria, estimacion, medida

Abstract

Estimation is a key component of mathematical competence and a fundamen-
tal ability in daily life. We adopt a wide conception of this term that includes
five forms of estimation. Three of them have traditionally been considered in
the literature: computational, quantity (or discrete magnitudes) and (or con-
tinuous magnitudes) measurement estimation. Number line estimation has re-
cently been referred in the literature as a form of estimation that acts as a
predictor of mathematics performance along secondary education and of lat-
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ter difficulties in mathematics learning. In addition, we acknowledge a fifth
form related to probabilistic contexts. From this multiple approach, we analyse
the presence of estimation in the Spanish primary education curricula.

Keywords: computation, curricula, estimation, measurement, primary education

1. Introduccion

Diversos programas internacionales han enfatizado el papel de
la estimacion en la ensefianza de las matematicas. Entre ellos,
los estandares del National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM, 2000). Este documento describe variedad de experien-
cias que los educadores de matematicas en todos los niveles de-
ben buscar desarrollar en sus estudiantes. Estas practicas, que se
basan en «procesos y competencias» como la resolucion de pro-
blemas, el razonamiento y la prueba, la comunicacién, la repre-
sentacion y las conexiones, indican que el estudiante debe detec-
tar posibles errores mediante el uso estratégico de la estimacion.

En el caso del curriculo espafiol de Educacion Primaria, la es-
timacion aparece por primera vez de forma explicita en 1991
(Segovia y Castro, 2009): «Las matemadticas constituyen hoy un
conjunto amplio de modelos y procedimientos de andlisis, de
cdlculo, medida y estimacion» (MEC, 1991, p. 31). Segtn De
Castro et al. (2014), a partir del Yearbook de 1986 editado por la
NCTM y dedicado a la estimacién, la presencia y relevancia de
la estimacion en los curriculos de matematicas son crecientes.

Nuestro interés es indagar en formas de abordar la estimacién
en las aulas de Educacion Primaria y en la formacion de docen-
tes de dicha etapa. Como primer paso, en este capitulo analiza-
mos las diferencias existentes entre el tratamiento de la estima-
cién en los actuales curriculos de Educacion Primaria de tres co-
munidades auténomas espanolas: Madrid, Castilla y Le6n y
Andalucia, fruto del desarrollo curricular de la LOMCE, y del
Real Decreto 126/2014. Este analisis nos permite conocer al me-
nos en su fundamentacion legal, el tratamiento e importancia
que se le da en el curriculo de matematicas a las acciones directas
o vinculadas con la estimacion.

270 | Investigacion en Educacion Matematica



2. Formas de estimar

En la literatura de educacién matematica la estimacion se define
CcOomo:

[...] un juicio de valor del resultado de una operacién numérica o de
la medida de una cantidad, en funcién de circunstancias individua-
les del que lo emite. (Segovia et al., 1989, p. 18)

Es un juicio que se realiza con rapidez, frecuentemente en la
mente, usando nimeros tan sencillos como sea posible y que
conduce a un valor que no es exacto, pero es adecuado para to-
mar decisiones y estd basado en alguna informacion, referencia
o experiencia del sujeto sobre la situacion que debe enjuiciar
(Reys, 1984; Segovia et al., 1989). En consecuencia, el valor asig-
nado es aproximado y admite distintas aproximaciones depen-
diendo de quien realice la valoracion.

En esta definicion se reconocen las tres formas de estimar que
tradicionalmente se han considerado en la literatura: la estima-
cion en el cdlculo, la estimacion de cantidades (numerosidad o
estimacién de magnitudes discretas) y la estimacién en la medi-
da (o estimaciéon de magnitudes continuas) (Sowder, 1992).

Las dos primeras formas de estimar citadas son las de mayor
aplicabilidad en la vida cotidiana. La estimacién computacional
consiste en encontrar una respuesta aproximada a problemas
aritméticos sin calcular la respuesta exacta. De utilidad en situa-
ciones cotidianas en las que una respuesta aproximada propor-
ciona un grado de precision adecuado al contexto, es considera-
da parte fundamental del sentido numérico (Sowder, 1988).
Proporciona informacién sobre la comprensién general de las
matemadticas de conceptos, relaciones y estrategias, y sobre el de-
sarrollo cognitivo de los nifios en el dominio de las matematicas
(Sowder, 1988, 1992; Sowder y Wheeler, 1989).

La estimacion de la medida de cantidades de magnitudes con-
tinuas consiste en determinar medidas sin ayuda de instrumen-
tos, haciendo uso de referentes que previamente se han interiori-
zado. Este tipo de estimacion es una estrategia de gran interés en
la vida cotidiana, muy habitual en contextos profesionales y li-
gada con la adquisicion de contenido matematico (Joram et al.,
2005). Por otra parte, la estimacion de cantidades, una habili-
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dad reciprocamente dependiente de la habilidad de contar (Barth
et al.,, 2016) y predictora de la posterior competencia aritmética
(Bartelet, 2014), refiere a la habilidad de cuantificar de forma
aproximada el cardinal de un conjunto de elementos sin necesi-
dad de contarlos.

Recientemente, en la literatura se ha identificado una cuarta
forma de estimar: la estimacién en la recta numérica (Sayer et al.,
2020). Esta refiere a asignar a un ntimero dado una posicién es-
pacial en una recta numérica en la que viene representado un
valor en cada extremo 0, en menores casos, a asignar un nimero
a una posicion espacial dada en una recta numérica con valores
en cada extremo (Siegler et al., 2009). Este tipo de estimacion ha
sido considerada principalmente por psicologos al indagar en el
desarrollo del pensamiento matematico y la identificacion de di-
ficultades de aprendizaje (Sayer et al., 2020). Se destaca su im-
portancia como fuerte predictor de posteriores dificultades en el
aprendizaje de las matematicas (Andersson y Ostergren, 2012) y
del rendimiento en matemadticas a lo largo de la educacién obli-
gatoria (Simms et al., 2016).

En este trabajo distinguimos un uso adicional del término es-
timacion en contextos probabilisticos para denominar la asigna-
cién subjetiva de la probabilidad de ocurrencia de un suceso de
un fenémeno probabilistico a partir del conocimiento y expe-
riencia previa del sujeto. En estos casos se da una estimacion de
tipo cualitativo de la probabilidad de ocurrencia de un suceso
empleando términos tales como posible, imposible, seguro, poco
posible/probable, muy posible/probable. No obstante, también pue-
den asignarse probabilidades a sucesos haciendo corresponder
un valor numérico entre 0y 1 o situar los sucesos sobre un grafi-
co, mostrando la escala de la probabilidad. En la literatura sobre
estimacion no hemos encontrado mencion de este término. Si
aparece en trabajos relativos a la introduccién a la probabilidad
como contenido del curriculo de Educacién Primaria (p. ej.: G6-
mez-Torres et al., 2014) y también en el curriculo, como vere-
mos mas adelante, al proponerse una iniciacion intuitiva al cal-
culo de probabilidades de un suceso.
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3. Metodologia

Empleamos el andlisis documental como herramienta de obten-
cién de informacion cualitativa. Para la realizacion de este analisis
comparativo de normativas curriculares tomamos como referen-
cia el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se esta-
blece el curriculo basico de la Educacion Primaria (BOE de 1 de
marzo de 2014) y el curriculo de tres comunidades auténomas:
Madrid, Castilla-Le6n y Andalucia, que lo han desarrollado me-
diante los Decretos: Decreto 89/2014, de 24 de julio, del Consejo
de Gobierno, por el que se establece para la Comunidad de Ma-
drid el curriculo de la Educacién Primaria (BOCM de 25 de julio
de 2014), Decreto 26/2016, de 21 de julio, por el que se establece
el curriculo y se regula la implantacién, evaluacion y desarrollo de
la Educacion Primaria en la comunidad de Castilla y Leén (BOCyL
de 25 de julio de 2016) y Decreto 97/2015, de 3 de marzo, por el
que se establece la ordenacion y las ensefnianzas correspondientes
a la Educacién Primaria en la comunidad auténoma de Andalucia
(BOJA de 13 de marzo de 2015), respectivamente. Estos docu-
mentos son publicos y de libre acceso a través de Internet.

Se ha hecho un andlisis cualitativo del concepto de estimacion
consistente en identificar términos relacionados en los cuatro
documentos, marcando segmentos de texto. Es decir, se ha com-
probado si los documentos recogen palabras y términos vincula-
dos a las diferentes dimensiones de estimacién antes descritas,
lo que realmente equivale a la comprobacion de la hipdtesis de
que en las normativas legislativas de la ensenanza-aprendizaje
de las Matematicas en Educacién Primaria en Espafa son explici-
tas las cinco formas de estimacion.

4. Resultados y discusion

Los resultados de los anadlisis se presentan considerando indi-
vidualmente cada uno de los documentos analizados y toman-
do como referencia los elementos curriculares definidos en la
LOMCE: objetivos, contenidos, criterios de evaluacion, estanda-
res de aprendizaje evaluables, competencias y metodologia.

El grado de concrecion de los contenidos y su secuenciacion
por curso académico es similar en los documentos analizados.
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No obstante, se identifican planteamientos diferenciados: el
Ministerio no distribuye los contenidos por cursos o ciclos, An-
dalucia opta por una secuenciacién en tres Ciclos de dos cursos
académicos, mientras que Madrid y Castilla y Le6n lo hacen
distinguiendo por cursos. En todos los documentos los conteni-
dos son presentados en relaciéon con los criterios de evaluacion.
Respecto a dichos criterios y a los estindares de aprendizaje
evaluables, su grado de concrecion es diverso en las tres admi-
nistraciones.

En relacién con las competencias, el planteamiento seguido
por las administraciones autonémicas a la hora de elaborar sus
documentos curriculares difiere. Andalucia ha introducido los
estandares de aprendizaje evaluables que contribuyen a su con-
secucion, a diferencia de Madrid y Castilla y Le6n, que no con-
cretan acciones especificas para su desarrollo desde las areas.

Las tres normativas autonémicas presentan un apartado espe-
cifico de orientaciones metodolégicas en el que se detallan direc-
trices didacticas o metodologicas para el desarrollo, pero, ade-
mads, Andalucia especifica estas orientaciones por bloques de
contenidos. El Decreto andaluz tiene una estructura tinica que
no presentan los demads, el Desarrollo Curricular del drea, donde
para cada criterio de evaluacién se detallan en una tabla: orienta-
ciones y ejemplificaciones para la evaluacion; objetivos del drea
para la etapa; contenidos, indicando el bloque correspondiente;
competencias clave relacionadas con el criterio de evaluacién y
los indicadores para hacer esa evaluacion.

A continuacién, presentamos el andlisis de la presencia de las
diferentes formas de estimacién en cada uno de los documentos.

4.1. Curriculo nacional

En este documento encontramos menciones al término estima-
cion tanto en su desarrollo, concretamente al exponerse los obje-
tivos generales de la etapa, como en la parte del anexo relativa al
drea de matematicas en la que, estructurados en bloques, se or-
ganizan los contenidos y se relacionan con criterios de evalua-
cién y estandares de aprendizaje evaluables.

Los objetivos generales que se enuncian para esta etapa se re-
cogen idénticos en todos los documentos que organizan el cu-
rriculo a nivel regional en los tres casos analizados. Uno de estos
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objetivos generales recoge la primera mencién del término esti-
macion que aparece en el documento:

Desarrollar las competencias matematicas basicas e iniciarse en la
resolucién de problemas que requieran la realizacion de operacio-
nes elementales de cdlculo, conocimientos geométricos y estimacio-
nes, asi como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida
cotidiana. (p. 19354)

Ello explicita la importancia que tiene para el legislador el
concepto de estimacion, que se repite en el apartado de introduc-
cion del area de matematicas exponiendo el valor instrumental
de las matematicas para conocer y estructurar la realidad, anali-
zarla y obtener informacién para valorarla y tomar decisiones,
destacando la estimacion como medio para ello y como via para
obtener informacién efectiva. Se establece que los objetivos ge-
nerales del area van encaminados a desarrollar las competencias
matematicas e iniciarse en la resolucion de problemas que re-
quieran la realizacién de operaciones elementales de cilculo, co-
nocimientos geomeétricos y estimaciones, asi como ser capaces
de aplicarlos a las situaciones de su vida cotidiana. El legislador
insiste en que para lograr una verdadera alfabetizacién numérica
no basta con dominar los algoritmos de calculo escrito.

Posteriormente, observamos que la estimacién tiene presen-
cia en cuatro de los cinco bloques en que se estructuran los con-
tenidos, concretamente: bloque 1 de procesos, métodos y actitu-
des en matematicas; bloque 2 de nimeros; bloque 3 de medida
y bloque 5 de estadistica y probabilidad. En el primer bloque,
aparece en dos estindares de aprendizaje evaluables que refieren
a realizar estimaciones sobre los resultados esperados, contras-
tando su validez y valorando su utilidad y eficacia. En el bloque
de nimeros se menciona la estimacion como contenido y en dos
criterios de evaluacién. Dichas menciones refieren a la estima-
ci6on como procedimiento de calculo junto a los algoritmos es-
critos, el calculo mental, el tanteo y la calculadora. En los conte-
nidos también se incluye el redondeo de nimeros naturales (a
las decenas, centenas y millares) y decimales (a la décima, centé-
sima o milésima mads cercana). En los estandares de aprendizaje
evaluables de este bloque se recoge la accién de estimar (en dos
de ellos) y redondear niimeros naturales o decimales o resulta-
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dos (en tres de ellos). También se hace mencién de la recta nu-
mérica como representacion grafica a emplear para ordenar na-
meros enteros, decimales y fracciones basicas. En el bloque de
medida el contenido estimacién de medidas se establece como
primer paso para la medida efectiva tras elegir la unidad (con-
vencional o no) mds adecuada: «Estimacion de longitudes, capa-
cidades, masas, superficies y volimenes de objetos y espacios
conocidos; eleccion de la unidad y de los instrumentos mas ade-
cuados para medir y expresar una medida». También se recoge
asi en dos de los criterios de evaluacion y en uno de los estdnda-
res de aprendizaje evaluables, en referencia siempre a las magni-
tudes longitud, superficie, peso/masa, capacidad y tiempo. En el
bloque de estadistica y probabilidad, en relacién con los conte-
nidos «Caracter aleatorio de algunas experiencias» e «Iniciacion
intuitiva al cdlculo de probabilidades de un suceso», se identifica
un criterio de evaluacién y un estandar de aprendizaje en los que
aparece el término estimacion en relacion con algunos juegos
(monedas, dados, cartas, loteria) y el uso de la experiencia del
sujeto para interpretar si los resultados son posibles, imposibles,
seguros o0 mas o menos probables.

4.2. Curriculo de Madrid

En este documento se precisa que los contenidos, criterios de
evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables para toda la
etapa de Educacion Primaria son los propuestos en el Real Decre-
to 126/2014 estatal. La Comunidad de Madrid complementa los
contenidos, los une a los estandares de aprendizaje, y los distri-
buye por cada uno de los seis cursos, salvo los relativos al bloque
de contenidos de procesos, métodos y actitudes en matematicas
que los reitera tal cual aparecen en la propuesta del Ministerio.
En el desarrollo de orientaciones metodoldgicas para la asig-
natura de matematicas se destaca el cardcter instrumental de las
matemadticas. No se incluye aqui el término estimacion, pero si se
alude a la capacidad de «comprobar si es correcta la solucién
hallada» en el contexto de la resolucién de problemas. El térmi-
no estimacion aparece por primera vez en cuarto curso, dentro
del bloque de nimeros, en el contenido «estima mentalmente el
orden de magnitud del resultado de una operacion». en quinto
curso se incluyen otros contenidos relacionados con la estima-
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cién: redondeo de niimeros naturales menores que un millén, el
redondeo de decimales al nimero natural mds cercano y redon-
deo de una fraccion al ser expresada en forma decimal. Estos
contenidos se amplian en sexto curso considerandose el redon-
deo de ntimeros naturales superiores al millon, de nimeros de-
cimales de hasta cuatro cifras decimales aproximando a la déci-
ma, centésima o milésima mds cercana y la expresién decimal
de una fraccion hasta las milésimas. En este bloque se menciona
la colocacion de nimeros decimales en una recta graduada a
partir de cuarto curso, que interpretamos como una recta numé-
rica. En quinto curso se amplia este contenido trasladdndolo a
un soporte fisico («material asequible») para la construccion de
reglas graduadas a partir de otras sin graduar en las que se hayan
senalado previamente el 0 y el 1. En el bloque de medida encon-
tramos desde primer curso ciertas referencias a la estimacion,
aunque no se emplea este término. Se incluyen como conteni-
dos el reconocimiento de referentes para las unidades de medi-
da metro, centimetro y kilogramo y a comparacion perceptiva
de capacidades. En este curso se propone iniciar la medida em-
pleando unidades no estiandares que conduzcan a un valor apro-
ximado. En segundo curso se anade como contenido la compa-
racion perceptiva del peso de varios objetos. En cuarto curso
aparece un contenido propiamente de estimacién, concretamen-
te del area de una superficie dada en una cuadricula. En relacion
con el uso y cdlculo con monedas, se incluye la realizacién men-
tal de sumas de precios con céntimos y multiplicaciones por un
nuamero natural, redondeando a euros. En el dltimo curso de la
etapa es cuando se propone abordar de forma completa la esti-
macién de longitudes, capacidades, pesos, superficies y volime-
nes de objetos y espacios conocidos. En este curso también se
incluye, dentro del bloque de estadistica y probabilidad, la ini-
ciacion intuitiva al cdlculo de la probabilidad de un suceso que
se concreta en dos contenidos: «Identifica la probabilidad de un
resultado de un experimento aleatorio con la confianza en que
suceda, en una escala de 0 a 1» y «Realiza conjeturas y estimacio-
nes sobre los resultados de algunos juegos (monedas, dados,
cartas, etc.)».
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4.3. Curriculo de Castilla y Ledn

En el apartado relativo a la asignatura de Matematicas se destaca
la relevancia de esta area para el desarrollo cognitivo y el apren-
dizaje de ciertas destrezas, entre ellas la estimacién, y la impor-
tancia de que el alumno alcance una eficaz capacidad de alfabe-
tizacion numérica a través de situaciones de aprendizaje en las
que procedimientos como la comparacién, estimacién y el calcu-
lo mental o escrito sean esenciales.

En el documento encontramos menciones explicitas a la esti-
macién en el calculo y la medida, no asi a la estimacién de canti-
dades ni a la estimacion en la recta numérica. Si se recoge en el
curriculo la recta numérica como contenido a tratar, concretamen-
teen 1.9, 4.2, 5.°y 6.°. Dentro de los estindares de aprendizaje
evaluables del bloque de niimeros en todos los cursos se incluye el
uso de esta representacion grafica para ordenar diferentes tipos de
niimeros; concretamente, nimero naturales de hasta dos cifras en
primer curso, hasta tres cifras en segundo curso y hasta cinco cifras
en tercer curso, en quinto curso se amplia a los decimales y frac-
ciones bdsicas y en sexto se incluyen también los nimeros enteros.

El bloque de procesos, métodos y actitudes en matematicas no
se refiere explicitamente a la estimacion hasta que no desglosa y
puntualiza los estandares de aprendizaje evaluables, refiriéndose a
la estimacion directamente o a «predicciones» sobre los resultados.

En los contenidos del bloque de nimeros se trata el concepto
de redondeo de nimeros naturales a las decenas, centenas y mi-
llares y redondeo de niimeros decimales a la décima, centésima
o milésima mas cercana y un item genérico denominado «Esti-
macion de resultados». En los criterios de evaluaciéon de este blo-
que se mencionan diferentes procedimientos de calculo, sena-
lando el tanteo y la estimacién como dos de ellos, requiriéndose
hacer uso en cada caso del mas adecuado. Asimismo, se identifi-
can varios estindares de aprendizaje evaluables que refieren a
estimar resultados de calculos y al redondeo de ntimeros deci-
males a la décima, centésima o milésima mas cercana.

En el bloque de medida se incluye como contenido la estima-
cién de longitudes, capacidades, masas, superficies y volimenes
de objetos y espacios conocidos. En dos criterios de evaluacién se
menciona la estimacién como un paso previo a la seleccion de
instrumentos y unidades de medida para medir longitud, capaci-
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dad, masa y tiempo en contextos reales, para obtener previsiones
razonables de los resultados de la medicion. En los estaindares de
aprendizaje se insiste en esta misma idea anadiendo la necesidad
de explicar el proceso seguido y la estrategia empleada. Se habla de
realizar mediciones en situaciones diversas y partir de unidades
corporales, arbitrarias, antes de pasar a la medida normalizada.
Esto, pese a que no se menciona explicitamente, puede considerarse
una estimacion en medida o realizacién de aproximaciones antes
de medir directamente con instrumentos y unidades normalizados.

En el bloque de estadistica y probabilidad encontramos ele-
mentos relativos al calculo a priori inexacto de la probabilidad de
ocurrencia de un suceso. Concretamente, en los contenidos se
habla de «iniciacion intuitiva al cilculo de la probabilidad de un
suceso» y en los criterios de evaluacion a «hacer estimaciones ba-
sadas en las experiencias», distinguiendo sucesos imposibles, su-
cesos casi seguros o que se repiten, siendo mds o menos proba-
ble esta repeticion, en situaciones sencillas en las que intervenga
el azar. En los estandares de aprendizaje evaluables se concreta
mads aun el contexto en el que realizar estas estimaciones refi-
riendo a juegos (monedas, dados, cartas, loteria...).

En la distribucién por cursos podemos ver cosas mds concre-
tas, aunque pueden resultar un poco repetitivas. La idea de esti-
macion, tanto en medida de magnitudes continuas como en el
bloque de probabilidad, va tomando cuerpo y fuerza al ir au-
mentando el contenido y poder hacer las estimaciones con ma-
yor fundamentacién. Hablando de cdlculo, en todos los cursos de
1.° a 6.° se habla de «estimar el resultado mediante diferentes
estrategias» y en 3.° se anade a la frase anterior la valoracién so-
bre si la respuesta es razonable. Hay que destacar que en 4.° cur-
so aparece de forma explicita el uso de las propiedades de las
operaciones, pero también de estrategias personales y diferentes
procedimientos para realizar un calculo, y dentro de estos proce-
dimientos distingue entre el cdlculo mental, los algoritmos escri-
tos, el tanteo y la estimacion. En el caso del bloque de medida, la
palabra estimacion aparece en segundo, pero en primer curso se
proponen estandares relevantes, como la comparacién entre ob-
jetos y la medida no estandarizada, pasos previos al trabajo de la
estimacion que se propone a partir del siguiente curso. A partir
de tercero, con el manejo cada vez mds seguro del sistema métri-
co decimal, los contenidos, criterios y estindares se decantan
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mas hacia una medida exacta. Sin embargo, en la informacién
que se incluye en las tablas, se sigue apreciando el interés por la
comparacién entre figuras y la estimacién de magnitudes lo que
permite al alumno realizar una reflexién previa y tener una vi-
sién mads acertada sobre el resultado que puede obtener antes de
realizar un calculo exacto numérico a través de una férmula.

En el bloque de estadistica y probabilidad, la estimacion apa-
rece asociada a juegos en los que no hay una certeza sobre el re-
sultado. Esta aparece inicamente a partir de 3°, primero como
idea de suceso seguro, imposible, y luego centrandose en las
«conjeturas», que podria tomarse como un sinénimo de estima-
cion. En 5.° curso no observamos ninguna apreciacion, ni en crite-
rios de evaluacion, ni en estandares, aunque si que consideramos
que aparece en los contenidos como una «iniciacién intuitiva», lo
cual puede servir de ayuda para las conjeturas y estimaciones que
deben realizar los alumnos.

4.4. Curriculo de Andalucia

En la introduccién correspondiente al drea de matematicas reite-
ra las consideraciones sobre el valor instrumental de las matema-
ticas que se enumeran en el citado decreto, refiriendo a la estima-
ciéon como una de las herramientas a emplear para tomar deci-
siones (junto a la deduccion, la induccién, la aproximacion, etc.)
y para obtener informacion efectiva. En relaciéon con el bloque
de niimeros, se insiste en que para lograr una verdadera alfabeti-
zacién numérica no basta con dominar los algoritmos de calculo
escrito, se precisa también desarrollar estrategias de cdlculo men-
tal y aproximativo.

Interesa principalmente la habilidad para el calculo con diferentes
procedimientos y la decision en cada caso sobre el que sea mas ade-
cuado. A lo largo de la etapa, se pretende que el alumnado calcule
con fluidez y haga estimaciones razonables, tratando de lograr un
equilibrio entre comprension conceptual y competencia en el calcu-
lo. (p. 310)

Las estrategias de estimacién en el cdlculo son destacadas

también como necesarias para el adecuado desarrollo del bloque
de medida.
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En las orientaciones metodoldgicas para la ensenanza-apren-
dizaje de las Matematicas en esta etapa se menciona de forma
reiterada la estimacion. Se indica que interesa principalmente la
habilidad para el cdlculo con diferentes procedimientos y la de-
cision en cada caso de cual es el mds adecuado. A lo largo de la
etapa se pretende que el alumnado calcule con fluidez y haga
estimaciones razonables, especialmente cuando se cuantifican
magnitudes y en contextos reales. Se trabaja la estimacién y la
medida en el contexto de problemas en los que la eleccion ade-
cuada de las unidades, la aproximacion del resultado y la estima-
cion del error tienen especial importancia, y la realizacion de
mediciones de diferentes magnitudes y en diferentes contextos
llevard al manejo de un nimero progresivamente mayor de uni-
dades, a la eleccion de unidad y a la idea de aproximacion.

De los ocho objetivos que se enumeran para el area, tres ha-
cen referencia a la estimacién: uno de ellos relativo al cdlculo
aproximativo en el contexto de situaciones reales que requieren
operaciones elementales; el segundo relativo a la medida utili-
zando el término «hacer previsiones razonables» al escoger los
instrumentos de medida mas pertinentes en cada caso; el tercer
objetivo, relativo a interpretar los fendmenos ambientales y so-
ciales del entorno, no se refiere a estimar explicitamente, pero si
aparece relacionado con la estimacién de la probabilidad de
ocurrencia de sucesos en fendmenos aleatorios en juegos con
monedas, dados, cartas o loteria.

En el curriculo de Andalucia, el bloque de procesos, métodos
y actitudes matematicas se ha formulado con la intencién de que
sea la columna vertebral del resto de los bloques y de esta mane-
ra forme parte del quehacer diario en el aula para trabajar el res-
to de los contenidos. La idea de estimacion aparece como una
estrategia heuristica: desarrollo de estrategias personales para re-
solver problemas e investigaciones, aproximar mediante ensayo
y error, estimar el resultado, reformular el problema, utilizar ta-
blas, relacionar con problemas afines, realizar esquemas y grafi-
cos, empezar por el final.

Observamos que la estimacién tiene presencia en tres bloques:
nameros, medida y estadistica y probabilidad. En el bloque de
numeros, los contenidos en los tres ciclos se estructuran de forma
ciclica ampliando los conjuntos de niimeros y el calculo mental y
aproximado, redondeo y la estimacion del resultado de operacio-
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nes. En el primer ciclo ya se indican criterios de estimacién tanto
para el redondeo de nimeros naturales hasta tres cifras y su re-
presentacion en la recta numérica como para el calculo aproxi-
mado de operaciones de sumas y restas En el segundo ciclo se in-
troduce por primera vez el uso de la recta numérica para repre-
sentar fracciones. En el tercer ciclo se amplia el redondeo a tareas
de porcentajes (redes numéricas) y series numéricas, donde, ade-
mas, se pide la explicacion oral del proceso seguido en la realiza-
cién de cdlculos mentales. Uno de los indicadores de evaluacion
es que el estudiante decida, segin la naturaleza del calculo, el
procedimiento a utilizar (mental, algoritmico, tanteo, estima-
cién, calculadora), explicando con claridad el proceso seguido.

El contenido de estimaciones en medidas se introduce en el
bloque de medida desde el primer ciclo con la biisqueda y utili-
zacién de estrategias personales para realizar mediciones del en-
torno cercano, con dos de los tres indicadores de evaluacién
concernientes a estimaciones. En orientaciones metodoldgicas se
recoge que hay que reflexionar en la idea de unidad convencio-
nal como unidad-patrén acordada como garantia de exactitud y
que el desarrollo de proyectos basados en tareas facilitara la inte-
gracion de actividades de estimacion y medida.

En el bloque de estadistica y probabilidad del tercer ciclo se
insiste en el caracter aleatorio de algunas experiencias: constatar,
en situaciones de la vida cotidiana, que hay sucesos imposibles,
sucesos que con casi toda seguridad se producen, o que se repi-
ten, siendo mds o menos probable esta repeticion y hacer esti-
maciones basadas en la experiencia sobre el resultado (posible,
imposible, seguro, mas o menos probable) de situaciones en las
que intervenga el azar y comprobar dicho resultado.

5. Conclusiones

Los curriculos analizados consideran la estimacién como objeti-
vo general de etapa de Educacién Primaria. Encontramos en
ellos referencias a la estimacion en cdlculo, en medida y la esti-
macion de probabilidades, estando ausente la estimacion de
cantidades. Aun asi, en el marco de cada uno de los curriculos
analizados este dltimo tipo estimacion tiene cabida en el aula
por medio de tareas de modelizacion (tales como los problemas
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de estimacion de grandes cantidades destacados por Ferrando y
Albarracin, 2021) que contribuyen a evidenciar la aplicabilidad
de los contenidos del curriculo en la vida cotidiana y promover
la motivacién, comprension y retencion en el aprendizaje.

En relacion con la estimacion en el cdlculo, el uso de diferentes
estrategias de estimacion del resultado de una operacion sencilla
se presenta como criterio de evaluacién en diversos niveles (en
Andalucia se introduce en el primer ciclo, mientras que en Castilla
y Ledn en el segundo ciclo y Madrid no lo establece); sin embargo,
la tinica estrategia que se presenta es el redondeo, ya sea de niime-
ros naturales a las decenas, centenas y millares, ya de los decimales
a las décimas, centésimas o milésimas mas cercanas. Consideran-
do la informacién que aparece en el documento de Castilla y
Leon, parece que a la estimacion que se esta refiriendo es esencial-
mente la relativa al calculo. En el curriculo andaluz, en las orienta-
ciones metodologicas destaca la estimacion y la aproximacion
como estrategias para entender la realidad y que una verdadera al-
fabetizacién numérica, como se recoge en el curriculo nacional,
no se consigue solo con dominar los algoritmos de calculo escrito.

En el caso de la estimacién en medida, aparece en todos los
documentos analizados, primero como estimaciéon de magnitu-
des asociadas directamente a la geometria como longitudes, su-
perficies y volimenes, trabajo previo a la eleccion de la unidad
propicia para hacer la medicién concreta. Antes de usar unidades
normalizadas, se induce al uso de unidades informales, que pue-
den conducir a una apropiacion de la magnitud. Este aspecto se-
ria muy interesante de analizar en actividades concretas y libros
de texto, ya que la percepcion general es que, en los temas relati-
vos a medida, en las aulas se apuesta mas por la aplicacion direc-
ta de formulas, lo que no deja de ser un trabajo puramente arit-
mético, delegando a un segundo plano, cuando no ignorando
completamente, el trabajo de estimacion precisado antes, tan
atil en un aprendizaje basado en la resolucion de problemas.

La estimacion de la probabilidad se menciona de forma expli-
cita en los curriculos analizados en relacién con juegos u otras
situaciones familiares para iniciar a los estudiantes en el calculo
de probabilidades, de forma intuitiva, a partir de sus experien-
cias previas. Se pide la expresion de dicha estimacién de forma
cualitativa, salvo en el caso de Madrid, en que se pide cuantitati-
vamente con valores entre Oy 1.
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Solo en el caso del curriculo de Madrid, se reconoce cierta
presencia de la estimacion en la recta numérica al pedir la cons-
truccion de reglas graduadas dando como referencias ubicacion
del Oy el 1, si bien en todos los curriculo analizados se incluyen
contenidos relativos a situar nidmeros en una recta numeérica,
precisindose en algunos casos su utilidad: ordenar diferentes ti-
pos de nimeros (curriculo nacional, el andaluz y el castellano-
leonés), promover la comprensién e inicio del calculo con na-
meros naturales como racionales (curriculo andaluz).

Las ausencias detectadas coinciden con las observadas en es-
tudios previos sobre analisis similares de los curriculos de los
paises del Reino Unido (Andrews et al., 2021) y de Dinamarca,
Noruega y Suecia (Sunde et al., 2022), y se encuentran relaciona-
das con los tipos de estimacién que probablemente presentan
menor aplicacién en la vida cotidiana, pero que la literatura
(p. €j.: Simms et al., 2016) destaca como relevantes por su im-
pacto en el posterior aprendizaje de las matematicas. Se hace ne-
cesario analizar los curriculos del resto de las autonomias para
contrastar los resultados obtenidos en este trabajo. Y, dado que
«los libros de texto determinan la practica de la ensefianza mas
que los decretos de los distintos gobiernos» (Schubring, 1987,
p. 41), es necesario complementar estos andlisis con el de los li-
bros de texto de Educacién Primaria.
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Evaluando la comprension de la
estimacion en medida: una propuesta
desde el modelo OMIUM

Assessing understanding of estimation in
measurement: a proposal from the OMIUM model

VERONICA A. QUINTANILLA Y JESUS GALLARDO
Universidad de Malaga

Resumen

En este trabajo abordamos la problematica de la evaluacidn de la estimacion
en medida desde la perspectiva de un modelo operativo para la interpretacion
de la comprension en matematicas (OMIUM). El modelo incluye un método
cualitativo para evaluar la comprension de los estudiantes a partir de los dis-
tintos usos dados al conocimiento matematico. Lo aplicamos en un estudio
empirico con maestros en formacion, enfrentados a una tarea cuya resolucion
requiere estimar la medida de una superficie irreqular. Los resultados obteni-
dos ponen de manifiesto el empleo amplio y variado, en un mismo episodio, de
conocimientos, relaciones y estrategias vinculadas con la estimaciéon. Como
conclusion, sugerimos centrar la evaluacion en los aspectos positivos de la
comprension de los estudiantes, a través de los usos apropiados y pertinentes
que estos hacen del conocimiento matematico.

Palabras clave: comprension, estimacion, evaluacion, maestros en formacion,
medida

Abstract

In this paper we address the problem of assessing estimation in measurement
from the perspective of an operative model for interpreting understanding in
mathematics (OMIUM). The model includes a qualitative method for assessing
students' understanding based on the different uses given to mathematical
knowledge. We applied it in an empirical study with pre-service teachers, con-
fronted with a task whose resolution requires estimating the measure of an
irreqular surface. The results obtained show the wide and varied use, in the
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same episode, of knowledge, relations and strategies related to estimation. In
conclusion, we suggest focusing the assessment on the positive aspects of un-
derstanding, through the appropriate and relevant uses of mathematical
knowledge.

Keywords: assessment, estimation, understanding, measurement, pre-service
teachers

1. Introduccion

Una de las principales dificultades asociadas con la estimacién
en medida estd relacionada con su evaluacion en el aula de ma-
temdticas. Hace mds de una década, Segovia y Castro (2009)
concretaban esta dificultad a través del siguiente interrogante:
«;Cudl es la forma mas adecuada de evaluar las producciones de
los alumnos en estimacion?» (p. 522). Algunos afios antes, Frias
et al. (2001) ya advertian sobre lo inapropiado que resulta utilizar
el error cometido al estimar como criterio de evaluacién y, como
alternativa para evaluar el desempeno de los escolares, propo-
nian explorar otras relaciones cuantitativas entre la medida real
de la magnitud y el valor aproximado dado en la estimacién. En
este trabajo, retomamos esta cuestion para abordarla, de manera
complementaria, desde una perspectiva cualitativa. En concreto,
presentamos una propuesta de evaluacion basada en la caracteri-
zacion de la comprensiéon de los estudiantes a partir de los dis-
tintos conocimientos, relaciones y estrategias que utilizan cuan-
do realizan estimaciones en actividades de medida.

En los dltimos anos, venimos trabajando en un modelo ope-
rativo (Operative Model for Interpreting Understanding in Mathema-
tics [OMIUM]) para abordar en la practica la complejidad de los
procesos interpretativos involucrados en la comprensién en ma-
tematicas (Gallardo et al., 2013; 2014; Gallardo y Quintanilla,
2016; 2019; Quintanilla y Gallardo, 2021). El modelo incorpora
un método especifico para observar e interpretar la comprension
a través de los usos del conocimiento matemadtico. En este traba-
jo aplicamos dicho método en un estudio empirico con maes-
tros en formacion involucrados en la resolucion de una activi-
dad de estimacion de la medida de una superficie irregular. La
evaluacion realizada desde esta perspectiva nos permite delimi-
tar lo que los estudiantes comprenden y cémo lo comprenden al
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estimar, a través de lo que son capaces de hacer con el conoci-
miento matematico. También identificamos en cada caso posibi-
lidades concretas de mejora para la comprension de la estima-
cion en medida.

2. Comprension de la estimacion en medida

En términos genéricos, la estimacion en medida suele asumirse
como la valoracion del resultado de una medicién sin ayuda de
instrumentos (Segovia y Castro, 2009). Su aprendizaje con com-
prension estd intimamente vinculado con el desarrollo del senti-
do de la medida, al poner en juego distintos conocimientos, pro-
cesos y propiedades basicas involucradas en la acciéon de medir,
como la identificacién de la magnitud y sus caracteristicas, la se-
leccion de unidades, el uso de referentes o la aplicacion de estra-
tegias como la comparacién o la descomposicion/recomposi-
cién (Segovia y De Castro, 2013; Moreno et al., 2015).

La importancia de garantizar una ensefianza para la compren-
sion de la estimacion en los distintos niveles educativos suele
justificarse por razones practicas y formativas. Por una parte, la
estimacion posee un evidente valor practico para los estudiantes,
pues les permite responder con el uso del conocimiento mate-
matico a ciertas necesidades del mundo real. En particular, facili-
ta los procesos de medicion en la vida cotidiana mediante la
construccion de relaciones entre los objetos del entorno y las dis-
tintas unidades de medida (Moreno et al., 2015; Segovia y De
Castro, 2013). La estimacién también contribuye a la formacion
de los estudiantes, al tratarse de un proceso que requiere el uso
del razonamiento y la comunicacién matematica, el dominio en
la aplicacion de estrategias fundamentales de medida y una capa-
cidad para conectar ambitos como la geometria y la aritmética.

La evaluacion de la comprensiéon de los escolares al estimar
en medida puede enfocarse hacia las maneras insuficientes o in-
correctas de utilizar el conocimiento matemadtico y a la caracteri-
zacion de los distintos tipos de errores cometidos. La percepcién
equivocada de la magnitud, el empleo de unidades no adecua-
das, la conversion incorrecta de unidades de medida o la ausen-
cia de unidades de medida para expresar el resultado son algu-
nos de los errores frecuentes entre los estudiantes. Sin embargo,
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esta evaluacion, asi planteada, puede ampliarse si dirigimos la
atencion hacia los modos pertinentes de uso de los principales
conocimientos matematicos que intervienen en la estimacién en
medida. Si adoptamos este punto de vista positivo, trabajos
como los de Segovia y Castro (2009) y Segovia y De Castro
(2013) nos ayudan a identificar los distintos aspectos relaciona-
dos con el propio proceso de estimacion, que también pueden
ser considerados para la evaluacién como indicadores favorables
de la comprension de los estudiantes. Algunos de estos aspectos
representativos son los siguientes: a) identificar situaciones pro-
blematicas en las que no es posible realizar, o bien no requieren,
una medida exacta para su resolucion; b) reconocer que la esti-
macion es un procedimiento por el que se obtienen valores
aproximados; c¢) determinar el orden de magnitud correcto y se-
leccionar unidades de medida adecuadas; d) aceptar y reformu-
lar diferentes estrategias de estimacion; e) valorar posibles resul-
tados y refinar valores aproximados distintos; f) decidir cuando
una estimacion es aceptable. Ademas, tal como subrayan estos
mismos autores, estos Ultimos aspectos estan vinculados con la
precision al estimar, la cual depende de la propia magnitud y de
la forma y posicion en la que se presenta el objeto a medir. Tam-
bién depende de quién realiza la estimacién, mejorando con la
edad y la practica. En nuestra propuesta de evaluacion, tomare-
mos en consideracion estos aspectos resefiados relacionados con
la actividad de estimar como referencia para poner en valor lo
que los estudiantes comprenden acerca de la estimacion en me-
dida, a partir de los distintos usos dados al conocimiento mate-
matico en la resolucién de una tarea concreta de estimacion.

3. Un modelo operativo para la interpretacion
de la comprension en matematicas

En esta seccion, exponemos una breve sintesis de las principales
bases tedrico-metodoldgicas que configuran nuestro modelo
para la interpretacion de la comprensién en matematicas, prove-
nientes de las cuatro dimensiones relacionadas que dicho mode-
lo exhibe en la actualidad (fenémeno-epistemolégica, herme-
néutica, socioafectiva y ética).
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3.1. Bases teoricas

Consideramos que la comprensién del conocimiento matemati-
co demanda unas exigencias intelectuales necesariamente vincu-
ladas a la esfera cognitiva de quien la desarrolla. No obstante, la
complejidad relativa al funcionamiento cognitivo aconseja
adoptar un enfoque funcional en el estudio de la comprension.
En lugar de aclarar su naturaleza interna, nos parece mas operati-
vo destinar esfuerzos a explorar las condiciones que posibilitan
la comprensién, a través de los requerimientos impuestos por la
resoluciéon de las situaciones problemadticas vinculadas a los dis-
tintos conocimientos matematicos puestos en uso.

En el OMIUM apostamos por esta funcionalidad al reconocer
que la comprension de un conocimiento matematico esta ligada
a las experiencias matematicas que se producen a través de las
situaciones en las que interviene dicho conocimiento como me-
dio de resoluciéon. En este sentido, los estudiantes manifiestan
una cierta comprension en relaciéon con un conocimiento mate-
matico concreto cuando, ante situaciones de desequilibrio cog-
nitivo que deciden voluntariamente abordar, elaboran y emiten
a su satisfaccion respuestas adaptadas donde hacen un uso signi-
ficativo (libre, consciente e intencional) de este conocimiento.
Esto conlleva analizar la situacién, interpretar la informacion
disponible, determinar la conveniencia de intervenir y actuar en
consecuencia fabricando una respuesta donde tiene cabida el
empleo del conocimiento matematico en cuestién, valorar la in-
tervencion en términos de efectividad y adecuacion de esta a la
situacion de interaccion vivida y decidir finalizar la intervencién
o continuarla retomando algunos pasos del proceso. Asi pues,
concebimos la comprensién en matemadticas como una activi-
dad intelectual que capacita al individuo para elaborar respues-
tas observables, adaptadas y contextualizadas que involucran la
utilizacion registrable e interpretable del conocimiento matema-
tico. El aprendizaje surge como consecuencia de esta compren-
sion, ligada a la funcionalidad del conocimiento matematico.
Por ello, afirmamos que un individuo comprende un conoci-
miento matematico si es capaz de emplearlo, en alguna de sus
formas posibles, en aquellas situaciones en las que tenga sentido
y contribuya como medio de resolucion (Gallardo et al., 2014;
Gallardo y Quintanilla, 2016).
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Esta vision funcional de la comprension incorpora un punto
de vista particular sobre el propio conocimiento matematico.
Por una parte, los conocimientos matematicos no siempre se
utilizan del mismo modo y son los componentes caracterizado-
res de su estructura epistemologica los que establecen en cada
caso los distintos requisitos condicionantes de su empleo inten-
cionado por parte del individuo. Por otra parte, las situaciones
matematicas demandan la identificacién de aquellos conoci-
mientos matematicos susceptibles de poderse emplear en ellas,
en alguna de sus formas posibles, como medio de resolucién, asi
como la decision sobre cudl conocimiento matemadtico emplear,
y de qué modo, entre las posibilidades identificadas previamen-
te. La consideracion conjunta de ambos aspectos nos permite
percibir una relacién de conocimientos matematicos y situa-
ciones asociadas, conectados entre si mediante vinculos episte-
mologicos (conocimiento-conocimiento) y fenomenologicos
(conocimiento-situacién) (Gallardo et al., 2013, 2014).

3.2. Bases metodologicas

El OMIUM incluye un método ciclico para el diagnéstico y la
evaluacion de la comprension del conocimiento matematico,
denominado circulo hermenéutico de la comprension en matemdti-
cas (Gallardo y Quintanilla, 2019; Quintanilla y Gallardo,
2021), constituido por cuatro planos por los que el intérprete/
evaluador debe transitar. En el plano cognitivo, ubicamos a la
comprensién matematica, como actividad intelectual del estu-
diante que le capacita para elaborar respuestas que involucran el
uso de conocimientos matematicos especificos. En el plano se-
midtico registramos en diferentes sistemas de representacion las
diversas evidencias observables de la actividad matematica reali-
zada por el alumno. La capacidad para elaborar respuestas que
involucran el uso de conocimientos matematicos especificos se
muestra a través de distintos registros externos que son los depo-
sitarios de los rastros genuinos de comprension del estudiante.
La identificacion de dichos rastros por parte del intérprete se lle-
va a cabo en este primer plano. A continuacion, la interpretacién
prosigue en el plano fendmeno-epistemologico, centrada en la carac-
terizacion de los usos del conocimiento matematico identifica-
dos en los registros previos y puestos en juego por el estudiante
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durante la experiencia matematica. Aqui buscamos referencias ex-
ternas centradas en el actuar, mas alla del registro observable lite-
ral. Para ello, nos servimos de andlisis fenémeno-epistemologicos
del propio conocimiento matematico objeto de comprensién
o de la situacion problemadtica planteada. Finalmente, en el plano
dialogico el estudiante recupera su papel protagénico involucran-
dose de manera directa y real junto con el intérprete en los pro-
cesos interpretativos de su propia comprension matematica.
Este, por su parte, comparte sus hallazgos con aquel, en térmi-
nos de discrepancias, posibles obstaculos o incongruencias iden-
tificadas en los planos interpretativos previos. La interpretacion
requiere ahora la elaboracion de nuevas narrativas personales
por parte del alumno. Este plano ofrece un entorno comun pro-
picio para el discurso, la discusién critica y el intercambio nece-
sario con el que buscamos alcanzar en dltima instancia el con-
sentimiento con el otro (Gallardo y Quintanilla, 2016, 2019).

4. Metodologia

En la practica, contrastamos la idoneidad de nuestro modelo in-
terpretativo realizando un estudio empirico cualitativo donde
aplicamos el circulo hermenéutico en el ambito de la medida
con maestros en formacion.

4.1. Muestra y contexto de aula

En la investigacion participaron 20 estudiantes voluntarios de
cuarto curso del Grado en Maestro en Educacién Primaria de la
Universidad de Malaga, que cursaban la asignatura Diddctica de
la Medida durante el segundo cuatrimestre del curso académico
2017-2018. Estos participantes organizados en parejas configu-
ran la muestra del estudio empirico realizado. Es la propia inves-
tigadora principal de la investigacion la que ejercié de profesora
de la asignatura. Los alumnos de la muestra participaron en las
diferentes actividades planteadas en su aula ordinaria, en el ho-
rario habitual de clase y con el resto de los companeros del gru-
po. El estudio transcurrié a lo largo de nueve semanas, entre los
meses de marzo y mayo de 2018, durante las dos horas semana-
les de practica de la asignatura.
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4.2. Tarea matematica

Se plantearon a las parejas cinco tareas del ambito de la medida
en forma de practica de aula. La seleccion se efectué tomando
cada tarea representativa de las distintas fases por las que transita
el proceso de fundamentacién matematica de la medida de mag-
nitudes, segtin la propuesta de Gonzilez y Gémez (2011) adop-
tada en la asignatura. En esencia, este proceso requiere identifi-
cacioén de magnitudes, conservacion y comparacion de cantida-
des de magnitud, eleccion de unidades de medida, cuantificacién
y uso de instrumentos de medida, y aritmetizacion. Son tareas
no equivalentes cuya resolucion conjunta nos permite caracteri-
zar la comprension de la medida que poseen los maestros en
formacion. En este trabajo, ilustramos la aplicacion de nuestra
propuesta interpretativa en el estudio empirico realizado a partir
de los registros generados por tres parejas diferentes al resolver
una de las tareas empleadas, centrada en la estimacion de medi-
da de superficie (figura 1).

scuanto mide Ta superficie de la mano?

Figura 1. Tarea de estimacion de medida de una superficie irreqular (Gonzalez y
Gomez, 2011, p. 370).

La resoluciéon de la tarea permite el uso de procesos basicos
de medida. Una opcion podria ser considerar la cuadricula como
intermediario, identificar el cuadrado como unidad de medida,
iterar dicha unidad para pavimentar la superficie de la mano y
relacionar el niimero de unidades empleadas en la medida con
el drea total de la superficie. También cabe la posibilidad de em-
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plear estrategias que conjugan la comparacién con procesos de
descomposicion/recomposicion de la mano en partes que se ase-
mejen a poligonos regulares (p. ej.: cuadrados o rectangulos). En
todo caso, el resultado del proceso de medicién sera una aproxi-
macion, teniendo en cuenta las lineas curvas que delimitan la
forma irregular de la figura.

4.3. Fases e instrumentos

La interpretacién de la comprensioén de cada pareja de maestros
se desarrolla en dos fases consecutivas en las que empleamos di-
ferentes instrumentos de recogida de datos.

e Fase 1: resolucién conjunta de tareas. Cada pareja resuelve las
distintas tareas planteadas de manera colaborativa, procuran-
do buscar estrategias, procedimientos y resultados comunes.
En esta fase, caracterizamos los usos dados a los conocimien-
tos matematicos desplegados durante la resolucion de las ta-
reas (planos semiotico y fenémeno-epistemolégico del circu-
lo hermenéutico). También identificamos informacion rele-
vante sobre el desempeno matematico del alumno obtenida
de modo atn insuficiente, posibles obstaculos o incoheren-
cias o posibilidades inesperadas de resolucién. Toda la activi-
dad matematica desarrollada se graba en audio y video. El re-
gistro observable generado se compone de producciones es-
critas y dialogo transcrito.

e Fase 2: bisqueda del consentimiento con el otro. Se lleva a
cabo de forma individual una entrevista conversacional en la
que se solicita a cada estudiante una narrativa verbal sobre los
conocimientos matematicos empleados durante la resolucion
de las tareas. La investigadora, por su parte, comparte sus ha-
llazgos a partir de los resultados obtenidos en la fase anterior
y presenta una interpretacion de la actividad matemadtica del
alumno con el propésito de alcanzar el consentimiento con
él en lo relativo a los usos dados a los conocimientos mate-
maticos (plano dialégico). Cada entrevista realizada se graba
en audio y su transcripcion genera el segundo de los registros
escritos empleados en la obtencién de datos.
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4.4. Analisis e interpretacion de datos

En los planos semiético y fenémeno-epistemoldgico del circulo
buscamos identificar rastros de la comprensién matematica des-
plegada por los participantes y, con base en ellos, describir los
usos dados a los diferentes conocimientos matematicos puestos
en juego. Para esta labor, utilizamos como referencia el analisis
fenémeno-epistemologico previo aplicado sobre la tarea, donde
explicitamos los conocimientos, relaciones y estrategias funda-
mentales que pueden intervenir en su resolucion (tabla 1). Lo
hacemos tomando en consideracion la informacién especifica
sobre comprension de la estimacién en medida resenada en los
antecedentes descritos en el trabajo. En el plano dialégico del
circulo, por su parte, contrastamos la actividad matematica de
los protagonistas durante el episodio, establecemos sus relacio-
nes con los usos dados al conocimiento matemadtico y estructu-
ramos las conclusiones sobre su comprension en torno a la esti-
macion.

Tabla 1. Analisis fenomeno-epistemoldgico de la tarea de estimacion.

Conocimientos Atributos medibles, magnitud superficie, orden de magni-

matemadticos tud, drea como cantidad de superficie, unidad de superficie
(cuadrado), submaltiplos de la unidad, referente (figura
geométrica), valor aproximado, precision.

Relaciones Medida y geometria, medida y aritmética, drea y superficie,
superficie de distintas figuras geométricas basicas (equiva-
lencia), lineas rectas y curvas, distintas unidades de medida,
unidad y figura, unidad y referentes (presentes y ausentes),
valor numérico de la medida y unidad utilizada.

Estrategias Comparar superficies, seleccionar unidades de medida, ite-
rar unidades, pavimentar superficies con una unidad, des-
componer/recomponer, modificar la figura, utilizar referen-
tes, emplear férmulas, cuantificar, acotar el resultado entre
valores, aproximar, valorar la idoneidad del resultado,
compensar y refinar la medida obtenida, reformular y con-
siderar otras estrategias de estimacion.
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5. Resultados

Las parejas de maestros en formacion se enfrentaron de manera
conjunta a la resolucion de la tarea de estimacion de la superficie
de la mano. En cada episodio, los registros obtenidos nos pro-
porcionaron distintas evidencias sobre los usos dados a los co-
nocimientos matematicos, a partir de los cuales caracterizamos
la comprension de los estudiantes.

5.1. Sobre la comprension de E1y E2

Planos semidtico y fendmeno-epistemoldgico

La estrategia de medida de esta pareja se basa en comparar la
cantidad a estimar con un referente ausente aproximadamente
igual. En este caso, los alumnos buscan circunscribir la mano en
un pentagono (sobreestimacion), cuya drea les parece mas facil
calcular y, de este modo, aportar al menos un valor aproximado
de la medida exacta de la superficie (figura 2).

Al inicio de la resolucién, E1 sugiere a su companero utilizar
la simetria que ella percibe al observar y trazar lineas imaginarias
sobre la superficie de su propia mano. E2, mientras tanto, reco-
noce que pavimentar la superficie tomando como unidad de
medida el cuadrado de la cuadricula no resulta una estrategia
efectiva para aplicar en la mano, argumentando que, debido a su
contorno curvo e irregular, no podra completar trozos de la figu-
ra con el cuadrado.

El: Podemos decir que la mano tiene una simetria [observa su
mano].

Conclusién: | 141 (MTQOO GWUAT %
ank o i

Figura 2. Registro escrito de E1y E2.
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E2: Tenemos nuestros cuadraditos, pero al ser irregular ya no es como
antes. Aqui, es que no podemos hacer eso. Aunque ti digas, meto
un pedazo aqui, ya nos estd quedando un cachito vacio.

E1 pretende generar, a partir de su simetria (equivocada), po-
ligonos de drea aproximada a la de la superficie de la mano.
Aunque E2 duda sobre cuanto puede ayudar realmente esta es-
trategia en la biisqueda de una solucién, finalmente expresa su
acuerdo con su companera sobre la pertinencia de aplicarla.
Convenida la eleccién del pentigono como referente, ambos es-
tudiantes reconocen que solo podran obtener una aproximacién
del valor exacto de la medida de la superficie.

El: Creo que podriamos ejecutar simetria.

E2: Pero estamos en las mismas. Haces una simetria y ahora coémo
calculamos esto [risas]. jEs que es irregular!

El: Una vez que hemos hecho la simetria, podriamos hacer... a lo
mejor... un poligono de cuatro lados irregular.

E2: Tenemos un pentagono. Ahora, que sea un pentagono regular,
no. Regular creo que no es, ni en broma, vamos. Sabemos que
el resultado que nos da no es exacto, ya que hay partes que se
encuentran dentro del poligono que no tienen...

E1: Que no esta rellenada la mano.

E2: Y, por lo tanto, lo que tenemos es una aproximacién. Yo creo
que una... exactitud no se puede obtener. Creo.

Finalmente, acuerdan estimar la medida de la superficie de la
mano a través de un procedimiento indirecto, aunque no llegan
a desarrollar en la practica el calculo del drea de los cuadrilateros
irregulares trazados ni del pentagono asociado (p. ej.: mediante
el uso de férmulas conocidas) y tampoco proporcionan una so-
luciéon numérica a la tarea.

E1l: Esa es la conclusién final a la que hemos llegado. Una vez que
hemos buscado la simetria, hemos visto que ya tenfamos un
poligono de cuatro lados irregular, a cada lado. Esto nos ha lle-
vado a ver que podiamos observar un pentagono...

E2: Y ya obtendriamos una superficie aproximada de la mano, por
lo tanto, al conocer el pentagono.
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En la tabla 2 resumimos los principales resultados obtenidos
sobre la comprension de la estimacién por parte de E1 y E2 tras
el recorrido por los planos semiotico y fenémeno-epistemologi-
co del circulo.

Tabla 2. Interpretacion de la comprension de E1y E2

Conocimientos  Superficie, unidad de superficie, cuadrildtero, pentagono.
matematicos

Relaciones Medida y geometria, unidad y referente, figuras geométri-
cas basicas.

Estrategias Comparar con referentes ausentes aproximados, medir de
forma indirecta, uso de analogias, descomponer, reformu-
lar la estimacion.

Plano dialogico

En la fase de bisqueda de consentimiento con E1 y E2, obtene-
mos confirmacion sobre la pertinencia de utilizar la estrategia de
pavimentar la figura a partir de la cuadricula base. Inicialmente,
los contornos curvos de la mano disuadieron a E1 de considerar
la estrategia de recubrir la figura descomponiendo/recompo-
niendo con el cuadrado unidad. No obstante, en esta segunda
fase ambos reconocen esta opcién como forma vélida de obte-
ner un valor aproximado de la medida exacta de la superficie,
aunque, por su complejidad, no la llevan a la practica.

I [Tras sugerirle pavimentar la superficie de la mano usando la
cuadricula y tomando el cuadrado como unidad] ;Crees que
esta estrategia pudo haber funcionado?

E1: Si, pero en aproximacién. Porque no rellenamos el cuadrado ente-
ro. Este medio y medio, podemos hacerlo asi y hubiéramos pues-
to tantos cuadrados. Dandole a cada cuadrado el valor de uno.

E2: Si. Metiéndolo en una cuadricula, si. Claro, este metido en la
cuadricula, contando los cuadraditos... si. Podria tener la medi-
da. Porque es verdad que aqui seria aproximadamente medio
tridngulo, aqui... jufff! Claro, es que también hay partes que no
tenemos ni uno ni medio. No tengo ni medio ni uno...

En relacion con la aproximacion, la pareja otorga validez a las
respuestas aproximadas al estimar la medida de superficies irre-

15. Evaluando la comprension de la estimacion en medida | 299



gulares. Reconocen que la posible medida resultante no es exac-
ta, pero si adecuada. Aun asi, al no proporcionar una solucién
concreta al problema, no sienten la necesidad de valorar la ido-
neidad de la precisién en la estimacién realizada ni comprobar
la coherencia del resultado obtenido.

E1l: No se podian dar medidas exactas, porque una mano es irregu-
lar. Entonces, aqui tenemos que trabajar con la aproximacion.

I:  Si das una respuesta aproximada, ;es correcta?

E2: Claro. Al medir puede dar una aproximacién de lo que mide el
drea de la mano. Se da la aproximacion y puedes despreciar
algo.

5.2. Sobre la comprension de E3 y E4

Planos semidtico y fenomeno-epistemoldgico

Esta pareja utiliza como estrategia principal la comparacion de
la cantidad a estimar con un referente presente aproximadamen-
te igual. Encierran la mano en un rectangulo inicial, que trazan
usando la cuadricula base, y calculan su drea de manera indirecta
mediante la correspondiente formula. Repiten el proceso con un
segundo rectangulo, buscando mayor precision en la estimacion

(figura 3).

Conclusion:

Figura 3. Registro escrito de E3 y E4.

El contorno irregular de la mano motivé que E3 y E4 descarta-
ran de inicio la estrategia de medicion directa por descomposicion/
recomposicion de la figura y pavimentacion con el cuadrado
unidad, que ya habian utilizado con éxito en la resolucién de
tareas previas. Como alternativa, las estudiantes inician la reso-
luciéon trazando un rectangulo de dimensiones 5 x 6 y tomando
el cuadrado de la cuadricula como unidad de superficie. Calcu-
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lan su drea de manera exacta mediante la férmula conocida
(base x altura). Al mismo tiempo, cuentan y marcan los cuadra-
dos que consideran vacios y restan su area del valor total obteni-
do para el rectangulo.

E3: Mira: 1, 2, 3, 4, 5y 6. 30 menos 6, 24. A ver, estas de aqui eran
cinco, ;no? Y esto de aqui es 6, ;no? Entonces, si. Es 6, ya estd
[cuadrados sin parte de la mano].

E4: 5 por 6 serfan 30 cuadraditos [rectingulo que contiene la mano]
y si le quitamos este, este y este, porque es como que le sobra
mucho, pues serian 30 menos 6, 24.

Tras esta primera aproximacion, E3 y E4 centran la atencion
en la cuestion de la precision de la estimacion realizada. Recono-
cen que la medida no puede ser exacta y discuten sobre la perti-
nencia del valor obtenido como aproximacion de la superficie a
partir de la cuadricula.

E3: Pero nosotras estamos cogiendo como referencia los rectangu-
los, cuando podemos coger otros, ;no?

E4: ;Qué vas a coger? ;Triangulos? Es que como esta la cuadricula,
vamos a usar la cuadricula.

E3: ;Tiene que ser exacto?

E4: No lo puedes saber exacto. Mas o menos a ojo, puedes tomar
como referencia los cuadrados, pero no puedes saber con... Ta
coges tu mano y no puedes calcular...

E3: Si, pero es que, al ser redondo, no van a encajar.

E4: 24 cuadraditos.

A pesar del convencimiento de E4, las dudas planteadas por
E3 sobre lo realizado hasta ahora abre nuevas posibilidades en
la resolucién de la tarea. Al percibir que el movimiento de la
mano es una transformacién que deja invariante a la superfi-
cie, proponen un nuevo rectangulo como referente para cir-
cunscribir la mano, ahora cerrada, de una manera mas ajusta-
da. El cdlculo del drea de este segundo rectangulo, también a
través de la férmula y con el cuadrado como unidad, genera
otra medida aproximada, aunque mas precisa, de la superficie
de la mano.
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E3: Es que no me convence, soy muy cabezona. Es que si tt coges
estos dedos, si los cierras, si td coges y la cierras [la mano], esto
mide lo mismo que esto. Seria... 1, 2, 3, 4, 5y 6. Serian 6 cua-
drados metiendo dos dedos en cada fila, ;no? Ahora mismo,
aqui serian 6 cuadraditos.

E4: Mira, yo voy a hacer el rectangulo entero, ;vale? Seria este rectan-
gulo entero lo que ocuparia la mano cerrada completamente con
el dedo pulgar. El dedo pulgar, cuando td lo cierras, se subiria
aqui. O sea, si pongo la mano recta, entonces entraria dentro de
esto, con la mano cerraday el pulgar, de manera que el pulgar esté
pegado al indice y el dedo menique estaria dentro del rectangulo.

E3: Pues este rectangulo.

E4: Seria la superficie.

E3: Serfa: 1, 2, 3 [base] y 1, 2, 3, 4, 5y 6 [altura]. 3 por 6, 18.

En la tabla 3 exponemos las principales evidencias de com-
prensién manifestadas por E3 y E4 durante la resolucion de la

tarea.

Tabla 3. Interpretacion de la comprension de E3 y E4.

Conocimientos Magnitud superficie, drea como cantidad de superficie,

matemadticos unidad de medida de superficie, comparacion de unida-
des, figuras geométricas bdsicas (cuadrado y rectangulo),
formula del édrea del rectdngulo, precision.

Relaciones Area y superficie, figuras geométricas basicas, unidad y re-
ferente, transformaciones invariantes de la medida.

Estrategias Comparar con referentes presentes, elegir la unidad, modi-
ficar la figura, aproximar, emplear férmulas, cuantificar,
refinar la medida.

Plano dialogico

En esta ocasion, buscamos el consentimiento con E3 y E4 en lo
relativo a su opcién de plantear un nuevo proceso de medicion
para alcanzar mayor precision en la estimacién. También dialo-
gamos sobre la razon por la que buscan esta precision, que pare-
ce estar relacionada con una creencia escolar sobre la necesidad
de proporcionar respuestas exactas. En sus explicaciones, encon-
tramos indicios de una falta de reconocimiento de la aproxima-
cién como valor legitimo de medida.
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E3: No estaba de acuerdo con E4, porque ella me decia de quitar los
cuadraditos estos que son los que sobran. Pero es que aqui tam-
bién lo cubre un poquito. Yo me miraba mi mano y miraba el
papel. En un momento, dije: janda! La superficie no va a cam-
biar y me imaginé un rectangulo, quitando, cortando.

E4: Cuando ella dijo: si cerramos la mano, todo este espacio desa-
pareceria. Yo dije: vale, llevas razon [risas]. Ya lo pensamos asi'y
lo reducimos. Por eso, creo que pusimos 24 cuadrados y al final
se quedo en 18. Y lo que es el total, pienso que seria mas exacto
dentro de lo inexacto que es eso [risas].

I:  ;Es una medida aproximada?

E4: Si. Totalmente aproximada.

I:  ;Eso es bueno o malo?

E4: Por lo general, siempre que nos han preguntado de pequenas,
tienes que decir la respuesta que es, a menos que te digan «apro-
xima». Entonces, cuando te preguntan algo, tienes que decir la
verdad absoluta. Porque si aproximas, es como que pierde cre-
dibilidad lo que estas diciendo.

5.3. Sobre la comprension de E5 y E6
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Figura 4. Registro escrito de E5 y E6.

Planos semidtico y fendmeno-epistemoldgico
Esta pareja estima la superficie empleando como estrategia prin-
cipal la descomposicién/recomposicién de la figura en partes di-
ferentes. En concreto, los estudiantes recubren la mano comple-
tando cuadrados a ojo, que usan como unidad de superficie, y
proporcionan como resultado aproximado el namero total de
cuadrados completados (figura 5).

Como primera aproximacion a la resolucién de la tarea, E5
plantea restar al drea del cuadrado total que delimita la figura, el
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de la superficie exterior de la mano, constituida por cuadrados
sin partes de mano (estrategia de comparacién con referentes
presentes). Sin embargo, de inmediato desvian la atencién hacia
la estrategia sugerida por E6 de completar la figura con el cua-
drado unidad, componiendo/recomponiendo partes diferentes
de la figura (dedos, palma...).

E5: Creo que tiene que ver algo con contar también el drea de fuera
y luego la restamos con la de dentro, algo asi. O sea, la superfi-
cie de fuera. O sea, cudl es el total y cuanto ocupa cada parte. Es
un poco complicado, porque aqui tenemos esto...

E6: Ya... Aqui, si te pones a buscar alguno que sea parecido, por
ejemplo, este hueco de aqui, ;no? Intentar buscar algin trozo
que entre aqui. Que, por ejemplo, podria ser este, facilmente.
Este dedo si entra aqui. Mas o menos, aproximadamente, ;sabes?

A partir de aqui, E5 y E6 van trazando cuadrados y rectangu-
los (uniendo cuadrados) sobre la cuadricula base, en horizontal
y vertical. Etiquetan con 1 las partes conjuntas que perciben
como cuadrados completos. Esta labor la llevan a cabo visual-
mente, de manera imprecisa y siempre aproximada (lo que ellos
denominan «por intuicion plastica»).

E5: Ya por ahi hay algo... Por ejemplo, mira toda esta parte, de aqui
a aqui, en teoria, tiene que ser la misma. Estos dos cuadrados
tienen que ser exactamente iguales.

E6: O sea, que serian la mitad y seria un cuadrado completo.

E5: Claro. Mira, esta parte de la mano. Esto es uno. O sea, son dos.

E6: Vale, si. Porque aqui también le falta un trocito.

E5: Claro. Mds o menos por ahi se puede sacar eso.

E6: Mira, el dedo, por ejemplo. Este cuadrado lo puedes llenar con
este trocito.

E5: Si. Porque también aqui le falta un poco. Y aqui otro poco. Por
eso seria un cuadrado solo.

E5 y E6 concluyen la resolucién asignando 1/2 al drea del ex-
tremo del pulgar y sumando todos los cuadrados completos que
logran etiquetar. Obtienen como medida final 13,5 cuadrados
unidad.
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E5: Mira, por ejemplo, con estos tres dedos de arriba. Lo que serian
las yemas de los tres dedos de arriba. Los tres cuadrados, ;ves?
Se podria rellenar un cuadrado entero.

EG: Si.

E5: Falta la yema del dedo gordo, esa es la que puede ser medio
cuadrado.

E6: Puede ser medio. Entonces, en total tendriamos uno... Si, uno,
dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, doce, trece.
Trece y medio. Es que otra forma...

En la tabla 4 caracterizamos la comprension de E5 y E6 por

los principales usos dados a los conocimientos matematicos, re-
laciones y estrategias durante la resolucion.

Tabla 4. Interpretacion de la comprension de E5 y E6.

Conocimientos  Superficie, orden de magnitud, unidad de superficie, sub-
matematicos multiplos de la unidad, drea, valor aproximado.

Relaciones Area y superficie, figuras geométricas basicas, unidad y fi-
gura, valor numérico de la medida y unidad utilizada.

Estrategias Aproximar, descomponer/recomponer la figura en partes
diferentes, comparar superficies, cuantificar, sumar partes,
reformular la estimacion.

Plano dialogico

En este caso, la busqueda de consentimiento gira en torno a la
estrategia de estimacion empleada por E5 y E6, asi como a la
principal dificultad encontrada en la tarea. Confirman su opcién
de descomponer/recomponer la figura con el uso del cuadrado
unidad y ya no vuelven a mencionar la primera alternativa des-
cartada al inicio de la resolucién. La forma irregular de la mano
los lleva a aplicar su proceso de manera aproximada y, aunque
perciben defectos al completar la unidad, no se preocupan por
explorar posibles reajustes o refinamientos que mejoren la preci-
sion del valor logrado en la medida de la superficie.

I: Utilizaste la estrategia de elegir una unidad y contar cudntas ca-
ben en la superficie, ;no?

E6: Si, basicamente. Estos cuatro de aqui estaban completos. Ahora,
si juntdbamos estos dos, como nos sobraba aqui un cachito, lo
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podiamos poner aqui y aqui y ya teniamos otros dos cuadrados.
Después, aqui y aqui, tenfamos que habia medio y medio, pues
uno. Con eso, al fin del mundo ibamos nosotros.

E5: Al ser una mano, no cubre espacios de los cuadrados que a lo
mejor son distintos. Entonces, a la hora de darle valor 1 a un
cuadrado para rellenar un cuadrado, si te fijas en el dedo gordo,
es muy complicado rellenar ese espacio. ;Con qué lo rellenas?
Nosotros deciamos: pues con ese y este con este. Asi, mds o me-
nos, se saca uno. Y luego, intentar sacar la mayoria de 1 posibles
para llegar al final, que era lo que te pedia: la superficie. Si,
completando a la unidad.

6. Discusion y conclusion

El estudio realizado nos ha aportado diversas evidencias favora-
bles de la comprension que poseen tres parejas de maestros en
formacion sobre la estimacién en medida, a través de los distin-
tos usos dados a conocimientos matematicos, relaciones y estra-
tegias de resolucién a lo largo del episodio descrito. En concreto,
E1y E2 identifican la superficie como magnitud, deciden utilizar
la estimacién cuando reconocen que no es posible hacer una
medida exacta, descomponen la figura en partes que se asemejan
a poligonos de areas conocidas (cuadrilateros y pentigono),
plantean, pese a que no efectiian, el calculo del area de estos re-
ferentes, reconocen sin desarrollar otras posibles estrategias de
medida y asumen el resultado de la medicién como una aproxi-
macion, pero sin valorar su precision. Por su parte, E3 y E4
muestran tener comprension sobre conceptos involucrados en la
medida de magnitudes, como los de superficie, unidad de medida,
drea del rectangulo o valor aproximado, entre otros. Al estimar,
también ponen en juego distintas relaciones y procesos basicos,
como la comparacion con figuras geométricas basicas, la elec-
cion de una unidad de medida pertinente, invariantes de la me-
dida de superficie, el cilculo de areas con férmulas simples o la
diferencia entre medida exacta y aproximada. Finalmente, E5 y
E6 también evidencian comprension sobre distintos aspectos
vinculados con la estimacién en medida, como el reconocimien-
to de la magnitud superficie, la eleccién y uso de una unidad
coherente con la medida a realizar, la aplicacion de una estrate-
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gia especifica usual en la medicion de superficies curvas o el
aporte de un resultado concreto, al menos aproximado, del valor
final de la medida.

Conscientes de la dificultad que supone alcanzar objetividad
en la evaluacién y de las limitaciones que conlleva valorar la es-
timacion con base en el error, desde la perspectiva del modelo
OMIUM proponemos, como alternativa, extender la considera-
cion del desempeno matematico de los escolares y orientar los
esfuerzos hacia la bisqueda de interpretaciones mas justas, que
reconozcan lo que el estudiante comprende a través de lo que es
capaz de hacer con el conocimiento matemadtico. Sugerimos eva-
luar la comprension de los estudiantes en términos de los usos
pertinentes dados a los diferentes conocimientos y procesos in-
volucrados en la estimacion en medida. En los trabajos de Sego-
via y Castro (2009) y Segovia y De Castro (2013) hemos encon-
trado una referencia util para identificar y caracterizar tales usos,
que dependen de las particularidades de las situaciones de medi-
da abordadas. En la riqueza y complejidad relativa a la estima-
cion en medida que detallan estos trabajos, también encontra-
mos razones para legitimar el desarrollo de propuestas de eva-
luacién como la nuestra, centrada en los aspectos positivos de la
comprension en matematicas.
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Tareas de formacion para favorecer
el sentido de la medida en la
formacion inicial del profesorado

Formative tasks to promote the Measurement
Sense in Prospective Teacher Education
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Resumen

Se presenta una propuesta de tareas de formacién para los futuros docentes
de Educacion Primaria y de Secundaria y Bachillerato. Siguiendo la idea de que
el profesorado ejerza de matematico para estimular el aprendizaje con signifi-
cado de sus alumnos, se ha desarrollado una secuencia, de tres tareas para el
Grado de Primaria y tres para el Master de Secundaria, que fomenta el trabajo
matematico del profesorado, su sentido numérico y su conocimiento de la en-
sefianza con relacién al concepto de area, superando los saltos en la concep-
tualizacion que establecen los curriculos de los diferentes niveles educativos.

Palabras clave: tareas formativas, formacion inicial del profesorado, sentido
de la medida

Abstract

A proposal of formative tasks for prospective elementary and high school
teachers is presented. Following the idea that teachers should act as mathe-
maticians in order to stimulate their students' meaningful learning, a sequence
of three tasks has been developed for the elementary school teacher degree
and three for the secondary school master's degree. These tasks promote
teachers' mathematical learning, their numerical sense and their pedagogical
content knowledge in relation to the concept of area, thus overcoming the
scholar curricula leaps between the different educational levels.

Keywords: formative tasks, preservice teacher education, measurement sense
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1. Introduccion

Las aportaciones de Pablo Flores e Isidoro Segovia a la forma-
cion de futuros profesores' son referentes en las actuales pro-
puestas docentes tanto del Grado de Primaria como en el Master
de Profesorado, especialmente en la Universidad de Granada.
Sus ideas se han visto reflejadas en los manuales que sirven de
guia en las asignaturas del médulo de Ensefianza y Aprendizaje
de las Matematicas en el Grado en Educacion Primaria y en la
especialidad de Matematicas del Master de profesorado de Se-
cundaria y Bachillerato (Flores y Rico, 2015; Rico y Moreno,
2016; Segovia y Rico, 2011), y también estan recogidas en nu-
merosas publicaciones sobre formacion del profesorado (p. €j.:
Alfaro et al., 2020; Sanchez et al., 2020). En este trabajo quere-
mos ahondar en una de sus lineas de trabajo: la relevancia de
dotar de significado los conceptos matematicos escolares, espe-
cialmente con propuestas concretas para que el profesorado re-
flexione y profundice simultaineamente en sus conocimientos
matematico y didactico del contenido escolar.

Para resaltar esta conexion entre las matemadticas y su didacti-
ca, nuestro punto de partida son dos trabajos en los que, junto
con Enrique Castro, Pablo Flores e Isidoro Segovia abordaron la
relatividad de las férmulas de cidlculo del area de figuras planas
en general (Castro et al., 1997) y del rectdingulo en particular
(Castro et al., 1996). Estos articulos ejemplifican la idea de «ha-
cer matematicas» desde el enfoque de la didactica de la matema-
tica. El propio profesor es quien asume el papel de matematico
para organizar ideas de demostraciones previas y producir sus
propias creaciones (demostraciones, propiedades, etc.), con la
intencién de disenar propuestas de tareas que faciliten la ense-
nanza con significado en sus estudiantes. Bajo esta perspectiva,
los dos trabajos de referencia «aterrizan» la investigacion en di-
dactica de la matemadtica en propuestas de actividades para tra-
bajar en el aula. Nuestra intencion en el presente capitulo es pro-
fundizar en esta idea para disenar tareas de formacion del profe-
sorado que respondan a las recomendaciones que los profesores
Flores y Segovia planteaban como lineas de trabajo a desarrollar.

1. Por cuestiones de extension, las alusiones a profesor, maestro, alumno, etc., se
consideran neutras en cuanto al género.
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Consideramos que, pese al tiempo transcurrido, estas recomen-
daciones siguen vigentes siempre que se contextualicen dentro
de los planes de estudio universitarios de formacion del profeso-
rado, los curriculos de los diferentes niveles educativos y los
avances en los fundamentos tedricos asociados.

En relacion con los planes de estudio universitarios, desde la
incorporacion de las universidades espanolas al Espacio Euro-
peo de Educacién Superior en 2007, la formacion universitaria
se centra en el desarrollo de competencias. El proyecto Tuning
Educational Structures in Europe define competencia como:

[...] una combinacién dindmica de atributos, con respecto al cono-
cimiento, su aplicacion, a las actitudes y a las responsabilidades,
que describen los resultados del aprendizaje de un determinado
programa, o cémo los estudiantes seran capaces de desenvolverse al
finalizar el proceso educativo. (Gonzilez y Wagenaar, 2003, p. 280)

El enfoque competencial ha sido llevado a la ensenanza de las
matematicas por un colectivo de profesores del Departamento de
Didactica de la Matematica a través de la nocién de sentido mate-
matico (Flores y Rico, 2015). En el contexto de la formacién ini-
cial del profesorado, se busca que el futuro profesor desarrolle su
propio sentido matematico mediante la resolucion de tareas es-

(a 2\ (= 2\
Reconocimiento de cualidades Comprension del proceso
comparables y medibles de medir
Percibir Comparar objetos Agregar Seleccionar : Iterar CO’}‘?T las
Caatdad por cualidades o la unidad la unidad unidades
Establecer :
Ordenar equivalencias #  Cantidad Medida
S J A 7
Estimacion
o Desarrollo fie estrategias
de estimacion

Figura 1. Componentes del sentido de la medida. Fuente: Moreno et al. (2015).
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colares, y que este proceso de resolucion potencie su competen-
cia para analizar y disenar tareas que favorezcan el sentido mate-
matico de sus futuros estudiantes (Ruiz-Hidalgo et al., 2019). En
los dltimos anos se ha avanzado en la caracterizacion de las com-
ponentes de los sentidos correspondientes (numérico, espacial,
de la medida y estocastico) y se han incorporado en las propues-
tas formativas de los futuros profesores (Flores y Rico, 2015).

Partiendo de los dos trabajos senalados (Castro et al., 1996;
1997), focalizaremos nuestra propuesta en el sentido de la medi-
da. En relaciéon con este sentido matemadtico, Moreno et al.
(2015, p. 151) senalaron que:

Cuando se habla de medir una caracteristica de un objeto son mu-
chos los conceptos y procedimientos que hay que considerar. La
comprensién de estos conocimientos que hay que promover en los
escolares y de sus conexiones muestra el desarrollo del sentido de la
medida.

En otras palabras, el sentido de la medida recoge las expecta-
tivas de aprendizaje involucradas en la medicién de magnitudes,
asi como las conexiones entre dichas expectativas. Moreno et al.
(2015) las organizaron en tres componentes (figura 1): a) reco-
nocimiento de magnitudes, b) comprension del proceso de me-
dir, y ¢) estimacion. Estas componentes aparecen reflejadas en
distintos aspectos de los curriculos actuales, donde se ha resaltado
el enfoque funcional de la ensenanza de la medida, mas alla de
memorizar y manipular férmulas. Siguiendo esta linea, recoge-
mos la idea de Castro et al. (1996) en que planteaban: «;Qué
“otras cosas” se pueden hacer, ademads de saberse las férmulas de
memoria y aplicarlas en distintos casos?» (p. 1). Pretendemos
que nuestra propuesta explote este planteamiento, por lo que es-
peramos cubrir los siguientes objetivos formativos:

e Promover que los futuros profesores de Primaria y de Secun-
daria «<hagan matemadticas» con una intencién didactica.

e Desarrollar su sentido de la medida haciendo hincapié en el
concepto de drea.

e Potenciar la conexién entre su conocimiento de las nociones
de medida con el conocimiento sobre la ensefianza de las
matematicas.
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Para alcanzar los objetivos fijados, y de forma previa a la ex-
posicion de las tareas, el trabajo comienza con un recorrido cu-
rricular sobre los aspectos relativos a medida a través de Prima-
ria, Secundaria y Bachillerato, poniendo el foco en el concepto
de drea.

2. Revision del curriculo sobre
aspectos relativos a medida

En primer lugar, la Orden de 17 de marzo de 2015 por la que se
desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacion Primaria
en Andalucia (2015) incluye un bloque de contenido de medi-
das para los tres ciclos de este nivel educativo. En los dos prime-
ros ciclos se incide en las magnitudes longitud, masa y capaci-
dad, ademas de las unidades monetarias y de tiempo. Es en el
tercer ciclo cuando el curriculo aborda la medicién de superfi-
cies y de volimenes con los siguientes contenidos: eleccion del
instrumento y de la unidad adecuada a un proceso de medicién,
uso de las unidades del sistema métrico decimal, realizacion de
mediciones y estrategias para hacerlo de forma exacta y aproxi-
mada, estimacién de medidas, comparacién de superficies por
superposicion, descomposicion y medicién, sumar y restar me-
didas, expresion oral del proceso de medicion e interés por ser
preciso en la eleccién de unidades y en el uso de instrumentos
de medicion.

En segundo lugar, la Orden de 15 de enero de 2021, por la
que se desarrolla el curriculo correspondiente a la etapa de Edu-
cacion Secundaria Obligatoria en la comunidad auténoma de
Andalucia (2021) incluye las nociones de medida principalmen-
te en el bloque de contenidos de Geometria. En 1.° de la ESO el
curriculo centra su atencién en el cilculo de areas de figuras pla-
nas (usando descomposiciones en figuras simples), mientras
que en 2.° de la ESO el foco estd en la razén entre medidas de
figuras semejantes, el calculo de areas asociadas a cuerpos
geométricos y el calculo de medidas en objetos del mundo fisi-
co. En 3.° de la ESO las matematicas académicas no hacen refe-
rencia explicita a cuestiones de medida, mientras que las aplica-
das reinciden el cilculo de dreas y perimetros de figuras planas y
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el de dreas y volimenes de cuerpos geométricos. En 4.° de la
ESO el curriculo incluye la razén entre las medidas de cuerpos
semejantes y en el calculo de medidas para resolver problemas
métricos del mundo fisico.

En tercer lugar, la Orden de 15 de enero de 2021, por la que
se desarrolla el curriculo correspondiente a la etapa de Bachille-
rato en la comunidad auténoma de Andalucia (2021) lleva los
contenidos de medida al 2.° curso del Bachillerato. Especifica-
mente, las Matemadticas II de las modalidades de Ciencias inclu-
yen el cilculo de areas utilizando la integral definida (bloque de
Andlisis) y el cdlculo de dangulos, distancias, dreas y volimenes
utilizando las operaciones con vectores (bloque de Geometria).
Las Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales solo hacen re-
ferencia al cdlculo de area a partir de la integral definida.

En resumen, la revisién curricular evidencia dos saltos impor-
tantes en la concepcion de drea: de Primaria a Secundaria se salta
de la iteracion de la unidad al uso de férmulas, mientras que de
Secundaria a Bachillerato se salta de las férmulas a herramientas
mas sofisticadas como la integral o el producto vectorial. Estos
dos saltos son focos de atencién en las tareas que se proponen.

3. Propuesta de tareas

Nuestra propuesta se basa en la descripcion de tareas de forma-
cién (Aguayo, 2018), que incluyen una tarea matemadtica escolar
que los futuros profesores resuelven y después analizan desde las
componentes del sentido matematico, para finalmente disenar
ellos mismos una tarea de ensefianza (Ruiz-Hidalgo et al., 2019).
Por cuestiones de extension, este trabajo se cifie a la exposicion
de las tareas y su relacién con las componentes del sentido de la
medida.

Atendiendo a la revision curricular, las tareas de formacién que
se plantean para los futuros maestros de Primaria enfatizan la re-
lacion entre la medida indirecta, basada en la utilizacion de for-
mulas, con la medida directa obtenida iterando la unidad de
medida seleccionada. Se espera asi estimular la conexién entre el
conocimiento del contenido sobre medida segtin la formacién
previa de los futuros maestros de Primaria y el conocimiento
de la ensefnianza que se debe alcanzar en el grado universitario de
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Educacién Primaria. Para los estudiantes del Master de Profeso-
rado de Secundaria y Bachillerato, las tareas se centran en la co-
nexion entre los diferentes conceptos de drea reflejadas en el cu-
rriculo. Buscamos que los futuros profesores reflexionen sobre la
conexién entre las concepciones de drea basadas en iteracion de
la unidad y férmulas, habituales en Primaria y Secundaria, con
las nociones de integral definida y de determinante, que aparecen
en el Bachillerato. Al igual que con los estudiantes del grado de
Primaria, la reflexiéon debe potenciar el desarrollo coordinado
del conocimiento sobre dreas que poseen los futuros profesores
de Secundaria y Bachillerato y el conocimiento de la ensefianza
que se persigue en el master profesionalizador.

3.1. Tarea 1: eleccion de unidad y medicion
directa (Grado en Educacion Primaria)

Meta de la tarea: comparar dreas y longitudes de figuras utilizan-
do medidas directas.

Gestion: la tarea parte del desafio de encontrar, sin utilizar for-
mulas, dos figuras distintas del tangram que tengan igual drea y
perimetro.

Para responder a esa cuestion, se comienza preguntando:
«;Qué figuras tienen la misma drea?», «;Cudnto miden esas dreas
utilizando como unidad de medida el drea del tridngulo mas pe-
queno?». Esto permite identificar que el triangulo pequeno es la
figura con menor area (A), que el cuadrado, el tridngulo media-
no y el paralelogramo tienen drea 2A, y que el tridngulo grande
tiene drea 4A.

A continuacién, se aborda la comparacion de los lados de las
figuras para lo que se plantea la siguiente cuestion: «;Existe un
lado de alguna de las figuras que permita «<medir» todos los la-
dos?». Se espera que el uso del teorema de Pitagoras (medida in-
directa) para el cdlculo de la raiz de 2 aparezca como indispensa-
ble, y se busca mostrar que no es necesario. Para ello, se les pide
que construyan los cuadrados de la figura 2a, se ilustra que cada
cuadrado tiene justo la mitad de drea que el cuadrado inmedia-
tamente mads grande y se muestra cOmo esta relacion permite co-
nocer longitudes de las hipotenusas de los tridngulos a partir de
sus lados.
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Figura 2. a) Construccion propuesta para estudiar la relacion entre los lados;
b) tabla de longitudes.

Esto lleva a orientarlos a que utilicen como unidad de longi-
tud el cateto del triangulo pequeno para medir los lados del res-
to de las figuras, completando asi la tabla que se muestra en la
figura 2b. Esta tabla y los resultados obtenidos sobre las areas
conduce a concluir que el paralelogramo y el tridngulo mediano
son las figuras con la misma drea (2A) y el mismo perimetro
(21+2+/21). Una vez que se realiza la puesta en comun de las so-
luciones propuestas en la tarea escolar, se les plantean tareas de
andlisis y disefio propio de actividades para los ninos de Educa-
cion Primaria.

En relacion con las componentes del sentido de la medida, se
resalta la conexion entre las capacidades relativas al reconoci-
miento de cualidades comparables y medibles y el proceso de
medir. Respecto a la primera capacidad, la tarea promueve que
los futuros maestros perciban que las magnitudes drea y perime-
tro pueden ser comparadas y medidas independientemente una
de la otra. En cuanto a la comprension del proceso de medir, se
enfatiza que la elecciéon de la unidad de medida requiere poder
determinar la relacién de la cantidad a medir respecto a dicha
unidad.

Para fortalecer la conexién de estas componentes, se plantea
una nueva reflexiéon que parte de las longitudes encontradas, en
particular de que el lado del cuadrado «cabe raiz de dos veces»
en la hipotenusa del tridngulo pequeno. Si entendemos ese nu-
mero de veces que cabe como el nimero de veces que hay que
iterar el lado del cuadrado para medir la hipotenusa, llegamos a
un conflicto de inconmensurabilidad: dado que un ntimero irra-
cional no se puede expresar como cociente de enteros, «contar la
unidad» supondria un proceso infinito. Por ejemplo, medir una
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longitud de raiz de 2 metros supondria contar un metro, luego 4
decimetros, luego 1 centimetro, etc.

Figura 3. Usos de bl(i7yes multibase en la presente propuesta: a) Representacion
del cuadrado de lado v2 /(aproximando 2 por 1,4) en la tarea 1; b) Estrategia de
estimacion del area del circulo para la tarea 3.

Aprovechando esta aproximacion, se les pregunta a los futu-
ros maestros la relacion entre «1,4 al cuadrado» con «el drea de
un cuadrado de lado 1,4». Para ello, se parte de la construccion
que se muestra en la figura 3a, donde se toma el lado de la placa
10x10 (en el centro de la figura) como unidad de longitud | y se
representa «1,4 al cuadrado» o «un cuadrado de lado 1,4». El
conteo apropiado de las dreas de la figura 3a pone de manifiesto
que la longitud 1 + 0,4 «al cuadrado» es igual al drea de 1 (placa
central) + 0,16 (cuadrados de las esquinas) + 0,80 (4rea de las
barras), que es igual a 1,96.

3.2. Tarea 2: obtencion de formulas desde la
medicion directa (Grado en Educacion Primaria)

Meta de la tarea: relacionar las férmulas de dreas conocidas con
el proceso de medida directa.

Gestion: la tarea comienza preguntando a los futuros maestros
«cudntas veces cabe la unidad de drea» en diferentes figuras:
a) un rectdingulo de dimensiones 2x3, b) un rectangulo de di-
mensiones (1/2)x(1/3), ¢) un rectingulo de dimensiones 1x/2,
y d) un cuadrado de lado V2 . La revisién de los procedimientos
seguidos invita a la cuestién principal: «;Qué relacion existe en-
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tre el area del rectingulo como “base por altura” con el conteo

de unidades de medida?»

Tabla 1. Figuras planas dadas, magnitudes que determinan las férmulas
de sus areas y relaciones esperadas.

Figura Magnitudes

Relacion

Rombo Diagonales

El rombo cabe 2 veces en el rectingulo forma-
do por las diagonales

Tridngulo Base y altura

El tridngulo cabe 2 veces en el rectangulo for-
mado por la base y la altura

Trapecio  Suma de las ba-
ses y la altura

El paralelogramo cabe una vez en el rectingu-
lo formado por la base y la altura

Circulo Cuadrado de ra-
dio el lado

El cuadrado cabe it veces en el area del circulo

Para responder a esas preguntas, se pide a los futuros maestros
que busquen «cuantas veces caben» diferentes figuras planas den-
tro del rectangulo determinado por las longitudes que determi-
nan la férmula usual de su area, para, asi, completar la tabla 1.

Tabla 2. Figuras propuestas como unidades de medida y subdivisiones su-

geridas.
Figura Subdivisiones
Cuadrado Cuadrados, rectingulos, triangulos rectin-

gulos.

Tridngulo equilatero

Tridngulos equildteros, tridngulos rectdngulos

Triangulo rectangulo e is6sceles Tridngulos semejantes

Hexagono regular

Hexagonos, triangulos equildteros

Rectdngulo (doble cuadrado)

Rectangulos semejantes, cuadrados

Paralelogramos

Paralelogramos semejantes

La comprensién del proceso de medir iterando y contando la
unidad lleva asociado un problema de «relleno» de la superficie
de la figura a medir con la unidad de medida seleccionada. En
este sentido, la unidad de medida puede valorarse segtin la facili-
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dad con la que iteraciones (o subdivisiones) de ella misma «re-
llenen» el resto de las figuras. Aparece asi el problema del relleno
del plano y la relacién con la aproximacion y estimacion. Se
plantea a los futuros maestros que valoren las cualidades como
unidad de drea de las figuras que se muestran en la tabla 2, aten-
diendo al relleno del espacio por ellos mismos y sus subdivisio-
nes, y que establezcan relaciones entre ellas. La medici6én directa
de una figura descomponiéndola en unidades de medida y sus
divisiones puede resultar un proceso complejo e infinito en al-
gunos casos. Para abordarlo en relacion con la aproximacion y la
estimacion, se plantea la tercera tarea de la propuesta.

3.3. Tarea 3: estimacion de Pi a través de medicion
directa (Grado en Educacion Primaria)

Meta de la tarea: estimar y aproximar el area del circulo utilizan-
do bloques multibase.

Gestion: la tarea comienza pidiéndoles a los futuros maestros que
construyan un circulo de radio igual al lado del cuadrado grande
de los bloques multibase. La pregunta de partida es la siguiente:
«;Cudntas veces crees que cabe el cuadrado en dicho circulo?
;Por qué?» Con ellas, se pretende estimular las estrategias de esti-
macién, como cubrir el circulo con cuatro placas o insertar en su
interior bloques de diferentes tipos para ir dando aproximacio-
nes por defecto (figura 3b arriba).

A continuacién, se cuestiona qué ocurre cuando en un pro-
blema se decide «quedarse con dos decimales» para relacionar el
area del circulo y del cuadrado. Usando los bloques multibase y
asumiendo como unidad de area la placa (P), tenemos que la
barra tiene de area 0,1 P, mientras que los cubitos tienen drea
0,01 P. Por tanto, redondear el calculo del area con dos decima-
les utilizando la placa como unidad de drea es equivalente a re-
llenar el circulo utilizando cubitos. Asi la formula del drea del
circulo se interpretaria como «el cuadrado de lado el radio cabe
3,14 veces en el circulo», es decir, aproximadamente 314 cubitos
rellenarian el circulo.
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3.4. Tarea 4: derivacion del teorema fundamental
del calculo desde la medicion directa de
poligonos (Master de Profesorado)

Meta de la tarea: inducir el teorema fundamental del cdlculo
para funciones afines calculando dreas mediante iteracioén de la
unidad.

Gestion: la tarea comienza calculando las dreas de poligonos vin-
culados a funciones afines, siguiendo la secuencia a)-d) que se
muestra en la figura 4. En una primera etapa se toman los poli-
gonos concretos de la figura y las dreas deben obtenerse sin mas
que contabilizar cuadrados o fracciones de cuadrado. En una se-
gunda etapa se pide a los futuros profesores que induzcan for-
mulas, una para cada funcién, que proporcionen el area del poli-
gono cuyo lado apoyado en el eje tiene una longitud indetermi-
nada x. En este momento no se dan pautas sobre como hacerlo,
pero se espera que algunos futuros profesores generalicen los
resultados obtenidos previamente y otros aprovechen las férmu-
las escolares para encontrar las expresiones algebraicas a) 3x,
b) 9x/2, c) x2/4 y d) x2/2 + x. A continuacion, se invita a «deri-
var las dreas» e identificar en cada caso las derivadas obtenidas
como las ecuaciones de las rectas que determinan las figuras. Se
espera, asi, que emerja la idea intuitiva de que «la funcién es la
derivada del drea bajo la funciéon», que invita a la discusion so-
bre el teorema fundamental del cdlculo y cémo este resultado
aporta razén de ser a la bisqueda de primitivas de funciones
(cdlculo de areas).

a) b) c) d)

s i

1 3 3

Figura 4. Poligonos cuya area se propone calcular al inicio de la tarea 4. Las ecua-
ciones de las rectas asociadas son: a) y=3, 6) y=9x/2, 0 y=x/2, d) y = x+ 1.
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La tarea continia solicitando a los futuros profesores una ver-
sion propia del teorema fundamental del cdlculo para funciones
afines. Para ello, se les pide que revisen el proceso de obtencion
de expresiones algebraicas ya hecho, pero esta vez utilizando
obligatoriamente las férmulas escolares habituales. Asi, se espera
que identifiquen las ecuaciones de las rectas como las alturas de
los poligonos si la longitud de la base es x y que, a partir de esta
identificacién, proporcionen la expresiéon mx2/2 + nx para el area
bajo una recta genérica (siendo m y n la pendiente y ordenada en
el origen de la recta, respectivamente). Una vez obtenida esta
féormula, se elabora en gran grupo un enunciado del teorema
que refuerce el significado encontrado al cdlculo de primitivas.
Se discuten entonces las conexiones entre el resultado formula-
do y la regla de Barrow, incidiendo en cémo se ha llegado a ideas
matematicas sofisticadas (primitiva de una funcion) a partir de
otras mas sencillas (iteracién de unidad y férmulas) y enfatizan-
do que esta conexion podria aprovecharse para la ensefianza del
cdlculo integral. La tarea finaliza solicitando a los futuros profe-
sores actividades de disefio propio para alumnos de Bachillerato
con este fin.

3.5. Tarea 5: obtencion de formulas para areas de figuras
planas usando calculo integral (Master de Profesorado)

Meta de la tarea: obtener férmulas usuales de dreas de figuras pla-
nas usando calculo integral.

Gestion: se comienza recordando la conexién entre obtencion de
primitivas y el cdlculo de dreas desarrollado en la tarea 4. Se plan-
tea entonces si las férmulas de cdlculo de dreas usuales se pue-
den obtener a través del calculo integral. Para responder a esta
cuestion, se reincide en la relacién entre la expresién mx2/2 + nx,
obtenida anteriormente, y las férmulas usuales. Se espera, asi,
que asocien la situacién m = 0 con un rectangulo de base x y al-
tura n, y la situaciéon n = 0 con un tridngulo de base x y altura mx.
Esta reflexion pone de manifiesto la importancia de ubicar ade-
cuadamente la figura de referencia e identificar las longitudes re-
levantes para el cilculo del drea cuando se busca obtener una
féormula a partir del calculo integral.
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Figura 5. Planteamiento esperado para el calculo de las areas de |a tarea 5, expre-
siones integrales asociadas a las areas de las figuras completas y formulas resul-
tantes.

A continuacion, se proponen diferentes figuras planas y se
invita a los futuros profesores a que adapten las ideas discutidas
a diferentes casos particulares. El primero de ellos es un hexago-
no regular, sobre el que se busca identificar la ubicaciéon 6ptima
de la figura, su apotema (a) y su lado (/, en lugar de su perime-
tro) como se ilustra en la figura 5a. En este caso es necesario
obtener la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y
(a, 1) y escribir la integral definida entre 0 y a correspondiente,
cuyo resultado multiplicado por cuatro proporciona una expre-
sion equivalente a la férmula clasica (figura 5a). La segunda fi-
gura que se propone es un trapecio isosceles, sobre el que se
plantea la pertinencia de aprovechar el planteamiento de la ta-
rea 4 o, por el contrario, ubicar la mitad de la figura segiin se
dispone en la figura 5b. Se promueve esta segunda alternativa
para ilustrar la integracion de funciones a trozos, cuya expresion
para este caso conduce a la férmula escolar usual. El tercer caso
que se aborda es el drea de un sector circular (figura 5c¢), que
conduce a situar el centro del circulo en el origen de coordena-
das y dar una expresién de la circunferencia de radio r en la que
la coordenada y se escriba como funcion de x. De nuevo, el drea
queda descrita por dos integrales indefinidas, cuya resolucién
implica la férmula habitual. Finalmente, se propone la obten-
cién del drea de un segmento circular, que se plantea como
muestra la figura 5d, pero cuya resolucion presenta una deman-
da técnica mas alta y se deja como problema abierto (quede
también como ejercicio para el lector interesado). La tarea 5 se

322 | Investigacion en Educacion Matematica



cierra discutiendo el interés de obtener las formulas conocidas
para los estudiantes de Secundaria y Bachillerato y la pertinen-
cia de que el profesorado establezca puentes entre el conoci-
miento escolar sobre drea que es habitual en Secundaria y las
herramientas novedosas que se presentan en el Bachillerato. Fi-
nalmente, se solicita a los futuros profesores actividades de
aprendizaje basadas en estas ideas.

3.6. Tarea 6: conexion entre concepto de dreay
calculo de determinantes (Master de Profesorado)

Meta de la tarea: mostrar que el area de un paralelogramo plano
«es» un determinante 2x2.

a) b) c) d)

s —_—
/ C

“ P

2

N Area=|AB|h= IABHAD\sen (AB, AD)=|ABx AD)|

[ 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10 11

Figura 6. Secuencia de figuras propuestas para iniciar la tarea 6 (g, by c). Expre-
sion del area de un paralelogramo usando trigonometria y su conexion con el pro-
ducto vectorial en el espacio (d).

Gestion: la tarea parte del problema de calcular el area de un pa-
ralelogramo en el plano conociendo las posiciones de sus vérti-
ces (en lugar de longitudes asociadas a la figura). Para ello, se
comienza proponiendo a los futuros profesores los casos parti-
culares sobre reticulas que se muestran en la figura 6. En a) y b)
se esperan estrategias basadas en la iteracién de la unidad, pero
el caso ¢) evidencia las limitaciones de estas para el caso general.
A continuacién, se pide relacionar el problema planteado con el
producto de la base por la altura, lo que se espera que desembo-
que en la férmula «trigonométrica» mostrada en las dos prime-
ras igualdades de la figura 6d, o incluso a estrategias basadas en
la distancia de un punto a una recta. Ambas ideas se reconoceran
como validas, pero se demanda un procedimiento de cdlculo
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mas sencillo. Para ello, se pregunta a qué recuerda la férmula
«trigonométrica», en busca de que emerja la idea de usar el pro-
ducto vectorial. En ese momento, se hace un inciso donde se re-
cuerda la definicion de producto vectorial de dos vectores u y v
en el espacio (vector de médulo |ul|v|sen(u,v )|y perpendicular a u
y v) y se discute en gran grupo cémo se calculan las coordenadas
de ese vector conocidas las de u y v, lo que lleva a la expresion
usual para paralelogramos en el espacio, que involucra el calculo
de determinantes.

De vuelta al problema de partida, se recuerda la interpreta-
cién geométrica del producto vectorial como drea de figuras
en el espacio y se pregunta a los futuros profesores si se po-
dria aprovechar esta idea para paralelogramos en el plano. Se
espera que salgan a relucir dos obstaculos: el caracter tridi-
mensional del producto vectorial y su aparente complejidad,
que no simplifica los métodos ya discutidos. Ante estos obstacu-
los, se pide abordar el primero respondiendo a la siguiente
pregunta: «;se puede adaptar el producto vectorial a proble-
mas en el plano?» Se espera que se plantee la interpretacién
del plano como parte del espacio (mediante la identificacion del
punto A(x,y) de R* como A(x,y,0) de R*) como posible solu-
cion. Esta idea supone introducir ceros en los cdlculos, lo que
plantea la duda razonable sobre si aplicarla simplifica la for-
mula del producto vectorial usual. Se invita a los futuros pro-
fesores a que comprueben qué ocurre, lo que los lleva a que
el drea del paralelogramo de vértices A, B, Cy D es igual a
det(AB, CD). Se propone la validaciéon de la férmula usando
los ejemplos trabajados previamente, se incide en la sencillez
de la misma y se discute la pertinencia de usar esta formula en
niveles inferiores a Bachillerato y, en general, de trabajar con-
tenidos escolares cuyo origen no esta al alcance de los estu-
diantes.

Finalmente, se discute que el volumen de un paralelepipedo
estd asociado a un determinante 3x3 formado por los vectores
de sus aristas y se les pide que interpreten geométricamente las
propiedades de los determinantes en funcién de esta asociacion
volumen-determinante. Por ejemplo, la propiedad de multipli-
car todas las filas del determinante por 2 se interpreta geométri-
camente como calcular el volumen de un paralelepipedo en el
que se han duplicado todos sus lados y, por tanto, el volumen se
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ha multiplicado por 8. La tarea concluye pidiendo a los futuros
profesores que disefien tareas para explotar la conexion drea-
determinante y volumen-determinante.

4. Conclusiones

Este capitulo presenta un conjunto de tareas de formacion para
futuros profesores de Primaria y Secundaria con el triple propo-
sito de que estos hagan trabajo matemadtico con intenciones di-
dacticas, desarrollen su sentido de la medida y adquieran cono-
cimiento para la ensefianza en el proceso.

Respecto al trabajo matematico con intencién didactica, la
propuesta recoge la idea de que el profesor asuma el papel de
matematico para crear conocimiento matematico y estimular el
de su alumnado. En este sentido, la pregunta «;qué otras cosas se
pueden hacer cuando se trabaja la medida?», planteada por Cas-
tro et al. (2016), se responde mediante tareas que estimulan la
indagacién autonoma, la exploracion de casos particulares y
la generalizacion, la obtencion de formulas conocidas y otras no
conocidas mediante la conexién entre diferentes concepciones
de drea, la generacion autéonoma de preguntas y discusion sobre
sus posibles respuestas e incluso la formulacién de resultados
matematicos propios.

En cuanto a las componentes del sentido de la medida de los
futuros profesores (Moreno et al., 2015), las tareas de formacion
descritas promueven la identificacion y diferenciacién de mag-
nitudes, la aproximacién y la estimacion, y la obtencién de re-
sultados de mediciones a partir de diferentes concepciones de
area: desde iteracion directa de la unidad hasta el calculo inte-
gral y el uso de determinantes, pasando por las férmulas escola-
res usuales.

En relacién con la conexién entre conocimiento del conteni-
do y conocimiento para la ensenanza, la propuesta busca enfo-
car la formacion del profesorado desde el ejemplo que sirva de
estimulo al profesorado en formacién para fomentar el aprendi-
zaje con sentido de las matematicas. En particular, se proporcio-
nan ideas para superar los saltos en la conceptualizacién de area
que plantean los curriculos escolares, se fomenta la reflexion so-
bre la pertinencia de ciertos contenidos y estrategias vinculados
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al drea y se hace hincapié en la importancia de formular adecua-
damente una situaciéon matemadtica para favorecer la compren-
sion de las ideas involucradas.
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Resumen

La formacion de profesores es una linea de investigacion ampliamente trabaja-
da en educacién matematica. En ella se puede encontrar una diversidad de
enfoques que permiten profundizar en el desarrollo y conocimiento del profe-
sor, para comprender los procesos implicados en esta profesion. Este capitulo
muestra los alcances en esta linea, a partir de los aportes tedricos de tesis
doctorales dirigidas por el profesor Pablo Flores, centradas en la reflexion y el
conocimiento del profesor. Ademas, se ilustra como estos avances teoricos han
traspasado fronteras contribuyendo en la formacion docente y a la investiga-
cion en educacion matematica en Chile.

Palabras clave: conocimiento del profesor, reflexion docente, formacion de
profesores, educacion matematica

Abstract

Teacher training is a widely worked line of research in Mathematics Education.
In it you can find a diversity of approaches that allow deepening the develop-
ment and knowledge of the teacher, in order to understand the processes in-
volved in this profession. This chapter shows the achievements in this line,
based on the theoretical contributions of doctoral theses directed by Professor
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Pablo Flores, focused on the reflection and knowledge of the professor. In ad-
dition, it illustrates how these theoretical advances have crossed borders, con-
tributing to teacher training and research in Mathematics Education in Chile.

Keywords: teacher knowledge, teacher reflection, teacher training, mathemat-
ics education

1. Introduccion

La formaciéon docente es una temadtica que ocupa un lugar im-
portante en el desarrollo investigativo dentro del ambito de la
Educacién, como también en el desarrollo de politicas publicas
que buscan mejorar la formacién inicial docente y las oportuni-
dades de desarrollo profesional. En Chile, el Ministerio de Edu-
cacion ha desarrollado desde hace mas de una década el Progra-
ma de Fomento a la Calidad de la Formacién Inicial de Docen-
tes, enmarcado en la Ley 20903 que describe un marco de acciéon
sobre elementos relativos al desarrollo profesional y la carrera
docente, considerando ciertas obligatoriedades para las institu-
ciones formadoras de profesores. Asimismo, se fijan Estandares
Orientadores para la Formacion Inicial Docente que refieren al
nucleo esencial de conocimientos disciplinarios y pedagogicos
con que se espera desarrollen los profesionales de la educacién
al finalizar formacion inicial (MINEDUC, 2012).

Estas orientaciones se vinculan con el desarrollo investigati-
vo en el ambito de la educacion matematica, a partir de un con-
senso respecto de la importancia de reflexionar e investigar so-
bre los procesos de formacion inicial y la formacion continua,
debido a que la riqueza y solidez de la formacion de los profe-
sores es un elemento clave para el logro del aprendizaje de los
estudiantes (Darling-Hammond, 2000; Darling-Hammond et al.,
2009).

Es asi como las temdticas de conocimiento de profesor y desa-
rrollo profesional constituyen dos relevantes nticleos de trabajo
en la investigacion en educacién matemadtica. La primera busca
indagar en los diversos procesos involucrados en el desarrollo
profesional de los docentes, entre ellos, el proceso de reflexion,
la forma de operar o disenar los programas de desarrollo profe-
sional y la instalacion de practicas en los centros educativos, en-
tre otros. En el segundo nicleo mencionado, podemos com-
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prender el conocimiento como sustento del desarrollo profesio-
nal; es decir, lo que facilita y constituye un elemento que
enriquece el conocimiento profesional docente (Climent et al.,
2014), pero también como se puede desarrollar desde la forma-
cién inicial de un profesor.

Ambas temdticas estdn altamente relacionadas entre si 'y, en
algunos casos, es imperceptible su delimitacién. Por ejemplo, al
estudiar un programa de desarrollo profesional docente pode-
mos centrarnos en analizar la transformacion de conocimiento
que experimenta un docente al participar en él, comprender qué
contenidos matemadtico ensena, para qué y cémo lo ensena, ana-
lizar la instruccion del profesor, las estrategias de ensenanza y
aprendizaje de las matematicas, la comunicacién de la disciplina
y la organizacién del curriculo, entre otros aspectos. Es asi como
el desarrollo profesional docente y el conocimiento del profesor
cobran relevancia al comprender, implementar e investigar el
quehacer docente, tanto en la formacién inicial como continua.

Los alcances de ambas lineas son amplios y, dentro de ellos,
es de interés preocuparse por el papel que juegan algunos estu-
dios en beneficio del desarrollo de la educacién matematica.
Este trabajo tiene por objetivo presentar los aportes teéricos de
tesis doctorales centradas en la reflexion y el conocimiento del
profesor, bajo la direccion del profesor Pablo Flores, como
miembro del grupo «<FQM193. Didactica de la Matematica. Pen-
samiento Numérico» del Departamento de Didactica de la Ma-
tematica de la Universidad de Granada, a quien se le reconoce
en esta obra, y como estos avances tedricos se implementan en
Chile.

A continuacién, se contextualiza el papel que juegan tres
constructos presentes en las tesis doctorales: analisis didactico,
conocimiento del profesor y reflexion. Posteriormente, se desa-
rrollan las ideas tedricas de las tesis, enfatizando los aportes que
nacen de la reflexion del trabajo conjunto con el profesor Pablo
Flores y como estos trabajos se han seguido desarrollando en
Chile.
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2. Relacion entre MTSK, analisis
didactico y reflexion

Como se ha mencionado, las tesis que guian este trabajo centran
su atencion en la reflexién y en el conocimiento (desde el mode-
lo MTSK) del profesor. En ellas esta presente el andlisis diddctico
(AD) desde tres enfoques, lo cual se ilustra en la figura 1, que
contribuye a la articulacién de estos constructos. Al observar des-
de la izquierda la figura 1, se visualizan dos agentes utilitarios
que se manifiestan en torno al AD, el profesor y el investigador
en formacion de profesores. En relaciéon con el profesor, al llevar
a cabo el Estudio de Clases, puede considerar el AD para profun-
dizar en el contenido, lo que hace emerger el primer enfoque de
este: formativo-metodologico. Por otra parte, el segundo agente uti-
litario del AD, el investigador en formacién de profesores, puede
profundizar en aspectos matematicos y de la ensenianza de los
fenomenos estudiados para abordar una investigacién en esta
area, lo que hace surgir al enfoque comprensivo del AD. Por ulti-
mo, este segundo agente utilitario puede emplearse para identifi-
car indicadores del conocimiento del profesor o bien para anali-
zar la reflexion de los profesores, entre otros estudios en torno a
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Figura 1. Enfoques del AD en la Investigacion en Formacion de profesores.
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la formacion de profesores. Esto hace emerger el tercer enfoque
del AD, denominado investigativo. En sintesis, se tiene que:

a) Un enfoque formativo-metodolégico para la formacién de
profesores, que los lleva a enfrentarse a la tarea de realizar el
AD para el diseno, implementacién y evaluacién de experien-
cias de aprendizaje dentro un programa formativo, objetos de
estudios.

b) Un enfoque comprensivo, en que el AD se considera una he-
rramienta que permite al investigador profundizar en el con-
tenido matemadtico escolar imbricado en su estudio, desde el
ambito matematico y de la ensenanza.

¢) Un enfoque investigativo, en que el AD se contempla como
herramienta que permite al investigador disponer de un refe-
rente amplio para identificar indicadores del conocimiento
especializado del profesor de matematicas que puedan servir
para comprenderlo, o bien para analizar la reflexion sobre la
practica de profesores en relacién con un objeto matematico.

Estos tres enfoques y su relacién con la funcion que cumplen
en el contexto de la formacion docente pueden orientar el estu-
dio del conocimiento del profesor de matematica y su desarrollo
profesional, ya sea en un ambito de investigaciéon como a nivel
de formacion, elaborando cursos, disenando programas de estu-
dios, planificando contenidos, entre otros, de acuerdo con los
trabajos presentados.

Cabe destacar que el AD es posible vincularlo con la metodo-
logia de Estudio de Clases y con los procesos reflexivos en la for-
macién de profesores. En los apartados siguientes se presentan
estudios en relaciéon con los enfoques descritos, desde distintas
perspectivas estudiadas en tesis doctorales.

3. Desarrollo profesional del
profesor de matematicas

El trabajo doctoral realizado por Ramos-Rodriguez (2014) se
centra en estudiar la reflexion de profesores de matematicas so-
bre la modelacién matematica, al participar en un programa de
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desarrollo profesional. En este estudio se relaciona la reflexion,
el Estudio de Clases (EC) y el AD.

En este mismo estudio, se buscé una herramienta metodolo-
gica formativa que diera impulso a los procesos reflexivos. Es asi
como se utiliz6 el EC (lesson study, como es llamado en la litera-
tura anglosajona), definido como un medio de capacitaciéon
para profesores de manera que desarrollen sus practicas pedago-
gicas, basado en la investigacion sobre su propia practica (Isoda
etal.,, 2012; Ponte, 2014). El EC se considera un modelo adecua-
do para la formacion de profesores, ya que les permite estudiar
sus formas de ensenianza (Elipane, 2011) y, por tanto, se puede
insertar directamente en la ensefianza para generar modelos y
formas concretas de buenas practicas, constituyéndose en un en-
foque clave para compartir actividades de perfeccionamiento do-
cente.

El EC implica un proceso ciclico compuesto de tres etapas
(preparacion, implementacion y evaluaciéon de la clase y revision
de resultados) en las que es particularmente importante la cola-
boracion entre pares, la practica, la focalizacion en el aprendiza-
je de los estudiantes (Isoda et al., 2012) y la investigacion sobre
la propia practica (Elliot, 2004).

A partir de esta profundizacion en el estudio de Ramos-Rodri-
guez (2014), se examinaron elementos tedricos del EC y de la
reflexion para ver su complementariedad, apreciando como el
EC es una buena herramienta para generar la reflexién de profe-
sores en un curso formativo. A partir de los aportes del profesor
Pablo Flores, se estableci6 una relacion tedrica a partir del mode-
lo reflexivo de Korthagen (2010), denominado ALaCT, como
medio para general la reflexion, y el EC que sitda el contexto
para trabajar con profesores analizando procesos reflexivos. La
figura 2, presenta una relacion entre ambos constructos EC y re-
flexion, a partir del modelo reflexivo ALaCT.

Como se observa en la figura 2 el modelo ALaCT (alusion a
los nombre de las fases en inglés Action, Looking back on action,
Awareness of essentials aspects, Creating alternative methods of ac-
tions y Trial) se refiere a un proceso compuesto de cinco fases:
a) accion o experiencia; b) mirar hacia atras en la accién; c) iden-
tificacion de los puntos importantes en donde es relevante la in-
tervencion de un agente externo (un académico experto, un par
o mediante lectura de documentos); d) crear, buscar y preparar
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comportamientos alternativos para la accién; y, por ultimo,
e) comprobar en una nueva situacién, empezando un ciclo nue-
vo de reflexion, pero desde apreciaciones anteriores.

Modelo reflexivo
ALaCT
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Figura 2. Articulacion del EC y modelo ALaCT.

El modelo ALaCT orienta la reflexién del profesor, implican-
dolo en las diversas fases. Una de ellas requiere distanciamiento
de la propia accién para detectar los problemas que han surgido,
o bien para apreciar el posicionamiento que se adopta. Este dis-
tanciamiento (que requiere un trabajo entre pares, desde el tra-
bajo colaborativo) es posible realizarlo mediante procesos siste-
madticos como los que propone el EC, favoreciendo las fases del
ciclo reflexivo, el que se incorporan nuevos elementos que sus-
tentan las decisiones de los profesores respecto a sus clases, iden-
tificando las fases del modelo reflexivo ALaCT y las etapas de un
ciclo del EC.

Fruto de este estudio, en Ramos-Rodriguez et al. (2017) se
concluye que, si bien parece ser que el EC no es un elemento cla-
ve en toda reflexion, si que favorece el proceso reflexivo en un
curso formativo, componente que, ademads, vincula facilmente
teoria y practica, confirmando los resultados de Elliot (2004) so-
bre EC y reflexion y en concordancia con el enfoque realista
planteado por Korthagen (2011).

La experiencia formativa e investigativa que surge de la articu-
lacién tedrica evidencia que el EC favorece en los docentes una
mayor involucracién en sus procesos de reflexion apoyando su
desarrollo profesional. Observamos elementos de complemen-
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tariedad entre la reflexion y el EC, que entrega herramientas para
la practica y al trabajo colaborativo de manera de incentivar el
trabajo reflexivo de los profesores.

Los resultados del estudio de la articulacion entre EC y re-
flexion que se forj6 en la tesis doctoral han traspasado al contex-
to de la educacion matematica chilena. Ambos temas son desa-
rrollados en Chile en la formacién inicial y continua, impulsan-
do el constructo reflexién, de manera sistematica y operativa,
tema que el Ministerio de Educacion de Chile impulsa en la for-
macién docente, para hacer un camino que favorezca la innova-
cién dentro de las instituciones escolares y de las aulas.

Evidencia de ello, se puede ver en diversas instancias formati-
vas llevadas a cabo en este pais. Desde el afio 2015, se imple-
mentan en Chile diversas capacitaciones a profesores con foco el
desarrollo de capacidades reflexivas, como el curso «Didactica
del dlgebra, teoria y practica desde la reflexion docente». Desta-
camos uno, realizado desde el afio 2016, en la Pontificia Univer-
sidad Catodlica de Valparaiso (PUCV). Se trata de un Diplomado
en Didactica de la Estadistica y las Probabilidades, cuyo objetivo
es promover en los docentes participantes procesos reflexivos
mediante el EC. También, en la misma casa de estudio, en el ano
2021 se realiz6 un programa de desarrollo profesional para pro-
fesores de colegios vulnerables cuyo objetivo fue llevar a cabo
ciclos de EC que involucraran la reflexion del desarrollo de habi-
lidades matematicas en alumnos de Primaria. Por tltimo, resal-
tamos que, a contar del afio 2020, en la malla curricular del Pro-
grama de Magister en Didactica de la Matematica de la PUCYV, se
han incluido elementos de la reflexion sistematica del profesor,
brindando espacios para que el profesorado conozca este cons-
tructo y los implemente en su quehacer profesional.

Estos resultados, ademads de impactar en los lineamientos de
programas de desarrollo profesional, han tenido repercusion en
el dmbito investigativo y en la emergencia de estudios chilenos
que van en esta linea. Destacamos el trabajo de Corrial (2016),
donde se caracteriza el conocimiento didactico del contenido so-
bre ecuaciones lineales de un profesor novel de matematicas que
participa de un curso de acompanamiento que promueve proce-
sos reflexivos.
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4. Analisis didactico

En la linea del conocimiento del profesor de matematicas, se ha
buscado comprender el conocimiento matematico implicado en
la practica, surgiendo la necesidad de disenar herramientas para
hacer operativo un proceso que permita identificar el conocimien-
to y profundizar en su caracterizacién. Por lo cual, a partir de la
reflexion instada por Pablo Flores en su direccion de la tesis doc-
toral de Rojas (2014) y luego de Valenzuela-Molina (2021), he-
mos profundizado en la articulacion del AD y el modelo de Cono-
cimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK).

A partir de los estudios realizados por Rico (1997a; 1997b),
sobre el analisis curricular que articula cuatro dimensiones:
cultural/conceptual, cognitiva, ética o formativa y social, se co-
mienza a interpretar las bases del AD. El AD se define como he-
rramienta para facilitar al profesor el diseno de unidades didacti-
cas, siendo un recurso que permite organizar la actividad de en-
seflanza referente a contenidos matematicos (Gémez, 2007).

El estudio del conocimiento del profesor de matematica o del
profesor que ensefia matematica ha tenido una gran relevancia
en los aportes de la didactica de la matematica, lo cual se eviden-
cia en los diversos Handbook de Educacion de profesores de mate-
matica (Gutiérrez et al., 2016; Lester, 2007; Tirosh y Wood,
2008) y en estudios de distintos formadores de maestros, mate-
maticos y didactas que se han preocupado por la formacion ini-
cial y continua de profesores.

El conocimiento que los profesores deben ir transformando,
desde su formacion inicial y de manera continua, tiene su origen
en la interaccion con el contenido matematico, en las experien-
cias de ensenanza y aprendizaje, en la reflexion critica y constan-
te sobre su practica. Esto le permite tomar decisiones respecto
del disenio, implementacion y evaluacion de experiencias de
aprendizaje, ya que conlleva un conocimiento global, que le per-
mite gestionar la ensenanza, desarrollar estrategias, incorporar
los estilos de aprendizaje de sus alumnos, y resolver imprevistos
durante sus clases. Esta vision mas amplia del conocimiento de
un profesor trasciende a la del profesor que solo transmite cono-
cimiento, ya que va construyendo su conocimiento a partir de su
experiencia como estudiante, de su experiencia como docente y
de la reflexién constante que necesariamente produce cambios
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especificos en su practica, dando al conocimiento del profesor
un caracter especializado del saber matematico (Carrillo et al.,
2018).

Por tanto, dado que el AD permite profundizar en un conte-
nido matemadtico y planificar en funcién de los elementos que el
proceso de ensefianza y aprendizaje demanda, consideramos
que es un procedimiento ideal de cémo el profesor disefia, lleva
a la practica y evalda las actividades de ensefianza y aprendizaje.
Desde la vision de un investigador permite describir la ruta de
conocimiento que se exterioriza para preparar la enseflanza, ana-
lizando la transformacion del conocimiento profesional, sobre
los diversos elementos disciplinares y didacticos.

Fruto de la experiencia en investigacion y de la articulacion
tedrica, en relacion con la utilizacién del AD como una herra-
mienta formativa se han desarrollado trabajos conjuntos entre
investigadores para fortalecer la formacion docente. Es asi como
la experiencia obtenida en las tesis citadas, en relaciéon con la
utilizacion del AD como una herramienta formativa para y en
la formacién inicial (Valenzuela-Molina, 2021) y continua
(Ramos-Rodriguez, 2014) de profesores chilenos, hemos llevado
a cabo un estudio en el que se muestra las virtudes que ofrece el
AD para fortalecer el proceso de desarrollo docente, al conside-
rar dos casos: a) futuros profesores chilenos que trabajan el AD
sobre fracciones, y b) una profesora chilena en ejercicio que par-
ticipa en un programa de formacion continua en el que realiza el
AD sobre ecuaciones de primer grado (Ramos-Rodriguez et al.,
2019). Los resultados mostraron que los sujetos estudiados pro-
fundizan en el conocimiento del contenido matematico y las li-
mitaciones de aprendizaje, antes de disefar e implementar tareas
matematicas de una clase, lo que trae implicancias en la calidad
de la planificacion e implementacion.

La articulacién del AD como herramienta formativa ha con-
tribuido a dar presencia a este en el ambito de la educacién ma-
tematica chilena. Ejemplo de ello, se pueden encontrar en la for-
macién inicial de profesores de Primaria de la Universidad Al-
berto Hurtado y Universidad Catdélica del Norte, y en la
formacién continua de profesores de Secundaria de la Pontificia
Universidad Catélica de Valparaiso.

Ademads de contribuir en los lineamientos de los programas
de desarrollo profesional chilenos, se ha evidenciado que el rol
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del AD como fuente de profundizacion para el investigador.
Destacamos los trabajos de final de grado en el Programa de Ma-
gister en Diddctica de la Matematica de la PUCYV, los que, a partir
del afio 2016, contienen un capitulo en que los estudiantes desa-
rrollan el AD del objeto matematico implicado en sus trabajos.
Por ejemplo, la tesis de Araya (2018) presenta una secuencia di-
dactica para promover el aprendizaje de la variable aleatoria y su
funcién de probabilidad fundamentada desde el AD.

En la Universidad Alberto Hurtado y Universidad Catdlica
del Norte, el AD también se utiliza como fuente de investiga-
cion. En este caso, se incorpora para profundizar en el conoci-
miento desde el ambito conceptual, cognitivo, de instrucciéon y
la evaluacion del objeto matematico implicados en los Proyectos
de Titulacion de algunos egresados de la carrera de Educacion
Bdsica, especialmente los que tienen la mencién Matematica.
Por ejemplo, Barra (2021) desarrolla cuentos matematicos para
la Educacion Secundaria, en que los temas de las narraciones se
ahondan desde el AD.

5. Modelo de conocimiento especializado
del profesor de matematica-MTSK

El profesor de matematica, para desarrollar su practica, necesita
un conocimiento especializado para ensenar, tanto disciplinar
como didactico. En todo su quehacer profesional el profesor
moviliza significados, propiedades y definiciones de los temas
matemadticos, ademads, bosqueja las formas de construccién de la
materia, las relaciones entre contenidos, el conocimiento sobre
la ensenanza de matematica y las caracteristicas del aprendizaje
de contenidos matematicos, entre otros.

Para ello, un buen referente para profundizar y comprender
el conocimiento del profesor ha sido considerar el modelo Ma-
thematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), propuesta por
el grupo SIDM de la Universidad de Huelva (Carrillo et al.,
2018), producto de que el saber de un profesor se considera es-
pecializado para ensenar. Esto ha llevado desde el afio 2010 a
relacionar el modelo de conocimiento MTSK con el AD, como
fuente para hacer operativo el estudio del conocimiento del pro-
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fesor, pero a la vez como principio para profundizar en los obje-
tos matematicos (Rojas, 2010).

Para comprender la articulacién, definimos el modelo MTSK
(figura 3) que considera dos grandes grupos de conocimiento de
naturaleza diferente. Por un lado, presenta el conocimiento que
tiene el profesor de matematica en un contexto escolar, el do-
minio del Mathematical Knowledge y el conocimiento de aspec-
tos relacionados con el contenido matematico como objeto de
ensenanza-aprendizaje, Pedagogical Content Knowledge. Ademas,
en el centro integra las creencias en matemadtica y su ensefianza y
aprendizaje.

El Mathematical Knowledge considera tres subdominios que
componen y dan sentido al conocimiento matematico del profe-
sor de matematica: el conocimiento profundo del contenido
matematico, de su estructura y de cémo se procede y produce en
matemadtica. El conocimiento de los temas describe qué y cémo
el profesor de matematica conoce los temas que va a ensenar, el
Conocimiento de la Estructura Matematica describe el conoci-
miento del profesor sobre relaciones entre contenidos matemati-
cos, el Conocimiento de la Practica Matematica alude a la forma
de proceder para llegar a los resultados matemadticos.

El Pedagogical Content Knowledge, desde los trabajos se Shul-
man (1986), se funda como un conocimiento particular del
profesor, relacionado al contenido a ensenar, y realzado como
la base de conocimiento que necesita un profesor para la ense-
nanza. En este dominio del conocimiento se distinguen tres
subdominios, el primero de ellos referidos al conocimiento de
la ensenanza de la matemadtica que implica el modo de repre-
sentar el contenido y su potencial para la instruccién, asi como
el conocimiento de recursos y materiales didacticos. El conoci-
miento de las caracteristicas del aprendizaje de la matematica,
que implica el modo en que los alumnos piensan y construyen
el conocimiento cuando se enfrentan a las actividades y tareas
matematicas, y al conocimiento de las caracteristicas del proce-
so de comprension de los distintos contenidos, asi como de las
fortalezas, dificultades y obstaculos asociados al aprendizaje del
contenido en si mismo. El conocimiento de los estindares de
aprendizaje de la matemadtica considera el conocimiento del
profesor sobre lo que esta convenido curricularmente que
aprenda un estudiante y el nivel de profundidad en cada nivel
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escolar, asi como secuenciaciones del contenido y los saberes
que lo sustentan.

, Creencias . ~ KFLM

/ \

Sobrela

Conocimiento ! Sobre ensefiarzay el\

de laEstructura | | Matematicas aprendizaje del
de las \ las

Mate maticas

KSM

Conocimiento
de las
Caracteristicas
de Aprendizaje

\ de las
~ ’ Mate maticas

Conocimiento Matematico

OpJUaJUC) PP 02[28PI[ 0JUS|WPOUOD)

Figura 3. The Mathematics Teacher's Specialized Knowledge model- MTSK. Fuen-
te: Carrillo et al. (2013).

El modelo MTSK es una valiosa herramienta para profundizar
en el conocimiento del profesor a partir de la observacion de
aula, ademads un recurso para el diseno de propuestas formativas
para profesores en formacién y en ejercicio. La especializacion
del modelo MTSK permite diferenciar los elementos del cono-
cimiento general, para centrarnos exclusivamente en el conoci-
miento matematico y didactico del contenido. A partir de la
identificacion y de la organizacién de componentes de conoci-
miento manifestado por profesores se permite profundizar en el
conocimiento especializado en su conjunto y desde la éptica for-
mativa permite disefar acciones formativas orientadas en el co-
nocimiento necesario integrar, activar o desarrollar.

Esta temadtica, a partir de las tesis doctorales dirigidas por Pa-
blo Flores (Rojas, 2014; Valenzuela-Molina; 2021), ha tenido
repercusion en el ambito investigativo de Chile. Por ejemplo, a
partir del ano 2016, en la Pontificia Universidad Catélica de
Valparaiso se cuenta con una variedad de tesis de magister y
doctorado centradas en caracterizar el conocimiento especiali-
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zado (MTSK) del profesor de matematica (Bozo, 2020; Miran-
da, 2016). Ademas, impulsando investigaciones conjuntas en la
linea de la formacién inicial y continua de profesores de mate-
matica de la Universidad Alberto Hurtado, Pontificia Universi-
dad Catdlica de Valparaiso y Universidad Catélica del Norte,
como consecuencia de las experiencias doctorales guiadas por
Pablo Flores y otros investigadores del area de educacién mate-
matica. De igual manera, este marco ha permeado el desarrollo
investigativo para la estructuracién de evaluaciones de diagnés-
tica en la formacion inicial docente, considerando instrumen-
tos que consideran el conocimiento matematico, asi como las
creencias sobre la matematica, su ensenanza y aprendizaje
como elementos esenciales en los que indagar desde el comien-
zo de la formacién inicial (Martinez-Videla et al., 2019).

6. Relacion el MTSK y el analisis didactico

Considerando que los modelos de conocimiento incluyen cate-
gorias generales y que es necesario disponer de modelos que
lleven a un analisis detallado de cada uno de los tipos de cono-
cimiento que se manifiestan en una ensenianza de la matemati-
ca efectiva, queda de relieve que el profundizar en la ensenanza
de la matematica desde la 6ptica del AD este permite a investi-
gadores y profesores hacer una reflexion sobre la ensenanza del
contenido matematico escolar y, ademads, establecer relaciones
precisas entre los componentes del AD y los dominios de cono-
cimiento (figura 4). Esto permite hacer una reconstruccion del
conocimiento plausible que el profesor manifiesta en su tarea
de ensenanza y, a la vez, ser una herramienta para planificar
procesos formativos en el ambito matematico. Por ejemplo, el
subdominio «conocimiento de la ensefianza de la matematica»
implica conocer los procedimientos matematicos asociados a
un determinado contenido, las propiedades y sus fundamentos,
los sistemas de representacién y elementos fenomenolégicos
que se asocian al contenido matematico, que al realizar el AD se
profundizan en el andlisis conceptual y de contenido. Asimis-
mo, desde el analisis cognitivo y de instruccién se consideran
aspectos de aprendizaje y de la ensefianza en relacién con la
organizacion del saber, tipos de tareas y secuenciacion, caracte-

342 | Investigacion en Educacion Matematica



risticas de aprendizaje de los estudiantes y recursos para la ense-
nanza.

KFLM

1 Andlisis conceptual 4 Expectativas de aprendizaje 7 Tareas y secuencias de tarcas
2 Anilisis fenomenologico 5 Limitaciones de aprendizaje 8 Materiales y recursos
3 Sistemas de representacion 6 Oportunidades de aprendizaje

Figura 4. Relacion MTSK-AD en la formacion de profesores. Fuente: Rojas (2014,
p. 94).

La operacionalizacion de este modelo en la formacion inicial
y continua de profesores en Chile ha permitido disenar asigna-
turas de los planes curriculares y curso de formacién en relacion
con el AD para transitar en los conocimientos necesarios para la
ensefnanza a partir del modelo MTSK (Ramos-Rodriguez et al.,
2021; Valenzuela-Molina, 2021). Desarrollando trabajos de di-
seno de secuencias de aula, por medio de la profundizacion de
los temas matematicos y didacticos a partir de la practica docen-
te; con un enfoque metodolégico para investigar y profundizar
en aspectos disciplinares y didacticos del objeto matematico, lo
que permite tener una mirada profunda y amplia sobre la mate-
madtica que se ponen de manifiesto al observar ciertas reaccio-
nes y procesos de aprendizaje de los futuros maestros.

Por otro lado, el AD contribuye al desarrollo de la investiga-
cién, ya que la realizacion de este en relacion con el tema de las
fracciones ha permitido profundizar y establecer descriptores de
conocimiento para cada subdominio de modelo MTSK. En sinte-
sis, el analisis didactico ha sido en este estudio una herramienta
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con doble utilidad, como herramienta investigativa (Rojas et al.,
2013) y como herramienta formativa (Rico, 2013), lo que per-
mite describir y caracterizar la transformacion de conocimiento
especializado.

6.1. Transformacion de MTSK en un
contexto formativo con AD

El contexto formativo del AD en la tesis doctoral de Valenzuela-
Molina (2021), codirigida por Pablo Flores, permite observar,
describir y caracterizar la transformacion de conocimiento espe-
cializado sobre division de fracciones de futuras profesoras.

La transformacién del conocimiento del profesor (o futuro profe-
sor) se puede evidenciar cuando este manifiesta cambios graduales
sobre lo que es capaz de hacer con otros y luego individualmente, a
partir de una reflexién personal, generada individualmente o a par-
tir de agentes externos, tomando conciencia de lo nuevo o de los
cambios que se generan para la readecuacion de la practica. (Valen-
zuela-Molina, 2021, p. 35)

Desde esta conceptualizacion, se evidencia la transformacion
de MTSK de futuras profesoras, en diferentes momentos duran-
te su formacién, las que se manifiestan con acciones concretas
de transformacion consciente, al redisenar tareas de ensefanza
para la divisién de fracciones, cuyo cimiento base de conoci-
miento se logra por medio del AD y la reflexion constante sobre
los cambios y decisiones conscientes que van tomando en el ca-
mino.

Desde este punto de vista de la transicién de conocimientos,
en esta investigacion cada uno de los elementos involucrados
en el AD, tanto los conceptos como los procedimientos, signifi-
cados, fenémenos, errores y dificultades, entre otros, facilitan a
las futuras profesoras el conocer y organizar la ensenanza desde
un punto de vista tedrico y practico. Ellas se enfocaron en pro-
fundizar sobre los organizadores del curriculo del AD para la
division de fracciones, elementos que se evidencian en el dise-
no de planificacion por medio de la incorporacion de estrate-
gias y algoritmos, en la consideracién de algunos errores que
pueden cometer sus estudiantes y en la propuesta de situacio-
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nes problemas que estructuran la clase. El AD favoreci6 la ad-
quisicién de conocimiento matematico y didactico de las profe-
soras, el cual se va reformulando en la medida que avanza su
proceso formativo, cuando disenan y redisenan la clase a im-
plementar. Esta transformacion tiene sus cimientos en la discu-
sion y retroalimentacion constante que se producen durante la
reflexion en el aula formativa, lo que facilita la transformacién
de conocimiento.

La transformacion de MTSK fue evidenciada desde dos postu-
ras. La primera de ellas se pone de manifiesto cuando los profe-
sores van reestructurando su conocimiento especializado, de tal
manera de ir avanzando desde un MTSK inicial a un MTSK id6-
neo o pretendido (desde la postura de los estandares para profe-
sores de Educacion Primaria y del perfil de egreso de cada uni-
versidad). Es decir, una reestructuracion del anterior, tanto en el
qué hacer como en el como hacerlo. Cabe destacar que no nos
referimos a un MTSK final, pues este siempre estd en constante
transformacion.

Una segunda postura tiene su origen en la relacion interna y
coherente entre categorias dentro de un mismo subdominio o
fuera de él (en MTSK), ya que podria esperarse que un profesor
modifique su conocimiento especializado de manera que se lo-
gre coherencia entre las categorias y dominios. En sintesis, la
transformacién del conocimiento especializado del profesor
puede ser mediado a partir del uso de la herramienta de analisis
didactico, permitiendo a los profesores o futuros profesores mo-
dificar su conocimiento, desde un conocimiento inicial que
transita a un nuevo conocimiento pretendido.

7. Contribuciones, una mirada global

Las tesis doctorales y trabajos presentados a lo largo del estudio
dejan en evidencia que estas lineas de investigacion y formacién
han seguido su desarrollo en la educacién chilena. Asi, 1a re-
flexion docente, la relacién con el modelo de conocimiento es-
pecializado y la integracién en la practica del AD (no solo con
foco en la planificacién) han tomado presencia en diversos espa-
cios formativos de Chile.
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Mapa 1 Mapa 2

Figura 5. Utilizacién del AD, MTSK y la reflexién en la formacion inicial y desarro-
llo profesional en Chile.

Una mirada global de ello es posible visualizar en la figura 5,
en que se destacan (en negro) las regiones de Chile en que desa-
rrollan estos referentes tedricos en la formacion inicial y conti-
nua (mapa 1) llegando a ser 11 de las 16 regiones del pais. De
igual forma, en el mapa 2 se da cuenta de aquellas regiones en
que se utilizan los marcos en el contexto de formacién de pos-
grado y en el dmbito investigativo llegando a 8 regiones. Esto
muestra que distintas universidades, investigadores y grupos de
formacién emplean estos referentes conceptuales para el desa-
rrollo de la educacion matematica en el pais para tributar a la
mejora de los aprendizajes de los estudiantes.

Por lo tanto, el AD se ha manifestado como una efectiva he-
rramienta tedrica-metodologica para el estudio del conocimien-
to de profesores en ejercicio y formacion, en distintos dmbitos
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educativos. Ademas, considerando que los modelos de conoci-
miento suelen incluir categorias generales, se ha avanzado a un
analisis detallado de cada uno de los tipos de conocimiento, que
se manifiestan en la ensenanza de la matematica. Aportando el
AD indicadores de conocimiento relacionados con el modelo
MTSK, referentes a variados temas matematicos.

Estas contribuciones pueden seguir ampliandose y fortale-
ciendo redes de colaboracion, dado que la tarea docente exige
una alta preparacion profesional, una instruccién continuay el
desarrollo de nuevas formas de vinculacién entre universidades,
centros de investigacion nacionales e internacionales.
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La ensefanza de la funcion
logaritmica como inversa de la funcion
exponencial: un estudio de caso

The teaching of the logarithmic function as the
inverse of the exponential function: A case analysis
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Resumen

En este documento se presenta como un profesor, a través de su practica, mo-
dela la funcion logaritmica como inversa de la funcion exponencial. El analisis
de la practica del profesor se realiza desde una perspectiva sociocultural y la
teoria APOE mostrando que el mecanismo de reversion se modela con otros
mecanismos de construccion, como la interiorizacion, la desencapsulacion y la
coordinacion. Para ello se utilizan diferentes registros como el simbdlico o el
grafico y se realiza tanto de una forma global, con la funcion genérica y = o,
como local, con funciones particulares como y = 2%, y = 10%, y = 5% Los méto-
dos utilizados para realizar la inversion también son variados: deshacer, cam-
biar las variables y despejar, componer una funcidn y su inversa o realizar la
simétrica de la grafica de la funcion.

Palabras clave: funcion logaritmica, APOE, funcidn inversa, practica del profe-
sor, mecanismos de construccion

Abstract

In this document we present how a teacher, during his practice, model the
logarithmic function as inverse of the exponential function. The analysis of the
teacher practice is done from a sociocultural perspective and APOS theory
showing that the reverse mechanism is modelized joint with other mecha-
nisms such as the interiorization, the desencapsulation and the coordination.
For this, other forms of representations were considered such as the symbolic
or the graphical ones and this is done with the generic function y = @, and
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other functions as y = 2% y = 10, y = 5% The processes used for the inversion
varied: undoing, swapping the variables x and y and solving for y, composing
the function with its inverse to get the identity or to flipping the graph of the
function in the line y = x.

Keywords: logarithmic function, APOS, inverse function, teacher practice, con-
struction mechanism

1. Introduccion

En general, en la ensefianza se plantea la funcién logaritmica
como inversa de la funcion exponencial. Esto implica, por un
lado, que el estudiante debe haber adquirido una comprensién
adecuada de la funcion exponencial y, por otro, que domina la
construcciéon de funciones inversas, lo que, en principio no re-
sulta sencillo, como sefialan algunas investigaciones (Breen
et al., 2015). Pettersson et al. (2013) han mostrado las dificulta-
des que tienen los estudiantes para comprender la nocién de
funcién como pares ordenados en lugar de como una regla, lo
que es esencial para comprender el proceso de inversion. Carl-
son et al. (2010) consideran que los estudiantes que no son ca-
paces de concebir una funcién como un proceso (sino que tiene
una concepcion accion) tienen grandes dificultades para invertir
funciones. Ademas, cometen errores al determinar cudl es la fun-
cion inversa de otra, puesto que no utilizan las propiedades de la
funcién inversa, como la condicién de que la funcion a invertir
sea inyectiva y se limitan a realizar ciertos cilculos para obtener
la respuesta (Even, 1992). En general, la funcién inversa se ense-
na de una forma algoritmica, rutinaria, memoristica y carente de
sentido (Wilson et al., 2011).

Carlson y Oehrtman (2005) han categorizado tres métodos
diferentes para obtener una funcién inversa de otra: una alge-
braica (intercambiar x e y, y despejar y), una geométrica (la re-
flexion sobre la recta y = x) y una procesual en el sentido de des-
hacer. Ademads, Vidakovic (1996) menciona el cilculo de la in-
versa de una funcion partiendo de dicha funcién y buscando el
proceso que compuesto con ella dé la funcién identidad.

En cuanto al primer método, Wilson, et al. (2011) consideran
que el intercambio entre las variables es confuso para los estu-
diantes y puede conducir a una ausencia de significado de la fun-
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cion inversa, dado que no se tiene en cuenta que el dominio de la
funcién inversa es el rango de la funcién inicial y viceversa. Esto,
ademas, es de vital importancia cuando las unidades en las que
se miden la variable dependiente y la independiente son diferen-
tes. Por otro lado, este intercambio implica el cambio de signi-
ficado entre las variables (Carlson y Oehrtman, 2005; Philips,
2015) y cuestiones relativas a la notaciéon, como que f “!(x) es la
inversa de f (x) no ayudan a adquirir una comprensién adecuada
de este concepto.

En cuanto a la aproximacion geométrica, Attorps et al. (2013),
en un estudio sobre el uso de GeoGebra para la ensenanza de la
funcion inversa, mostraron que los estudiantes lograron una con-
cepcion intuitiva, pero no llegaron a comprender en su totalidad
por qué se debe realizar una reflexion en torno a la rectax =y.
Sin embargo, aquellos estudiantes que logran una comprensién
de la funcién inversa enfatizan en la condicién de que debe ser
una funcién uno a uno (Bayazit y Gray, 2004).

En cuanto al dltimo método Bayacit y Gray (2004), basando
sus estudios en la teoria APOE, determinaron que los estudian-
tes conocen la funcién inversa como una accioén (Cottrill et al.,
1996) si invierten el proceso de una funciéon paso a paso y lo
conocen como un proceso (Breidenbach et al., 1992) si utilizan
la funcién inversa en situaciones que no involucran sustituir en
una férmula. Como conclusion, se establecié que los estudiantes
deben realizar tareas no solo procedimentales, sino aquellas que
estén mas centradas en el aspecto conceptual de la funcion inver-
sa para que lleguen a adquirir dicho concepto.

Para comprender el proceso de construccion de la funcion in-
versa, Vidakovic (1996) presenté una descomposicién genética
considerando que los estudiantes deben adquirir de forma jerar-
quica los esquemas de funcién, composicion de funcionesy, fi-
nalmente, funcién inversa y senalando que los estudiantes han
adquirido el concepto si son capaces de coordinar estos tres es-
quemas. Aun asi, Brown y Reynolds (2007) y Kimani y Masingi-
la (2006) han probado que los estudiantes son capaces de deter-
minar la expresion analitica de la funcion inversa, pero no usan
la nocién de composicion de funciones, ni son capaces de rela-
cionar los resultados con la composicién de funciones.

Todas las investigaciones anteriores se centran en los aspectos
cognitivos relativos al aprendizaje de la funcion inversa. Sin em-
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bargo, se han realizado pocas investigaciones sobre la ensenan-
za, mas concretamente de la funcién logaritmica como inversa
de la exponencial. En este capitulo se presenta una investigaciéon
cuyo objetivo es establecer como el profesor modela la ensenan-
za de la funcién logaritmica a la luz de la herramienta analitica
modelacion de mecanismos de construcciéon desde una perspec-
tiva sociocultural y la teoria APOE, identificando si, en las clases,
la modelacion potencia el mecanismo de reversion desde la fun-
cién exponencial para la construccién de la funcién logaritmo.

2. Marco teorico

Esta investigacion recurre al constructo «modelacion de un me-
canismo de construcciéon» (Garcia et al., 2012) como una herra-
mienta para examinar la practica del profesor a través de las ta-
reas que propone y el uso de los instrumentos de la practica tales
como los registros de representacioén y los elementos matemati-
cos de un concepto.

Este constructo lleva implicito una postura frente a la cons-
truccion del conocimiento matematico enmarcada en la teoria
APOE (Dubinsky, 1991), segun la cual, para comprender un con-
cepto de matematica avanzada, los estudiantes construyen es-
tructuras mentales denominadas: accion, proceso, objeto y esquema.
Dichas estructuras estan ligadas a la nocién de abstraccion reflexi-
va de Piaget y vienen determinadas por mecanismos mentales
como la interiorizacién, coordinacion, encapsulacion, desencap-
sulacion, reversion y tematizacion.

En la teoria APOE, se parte de la idea de que la comprensién
matematica de un concepto se inicia con la manipulacién de un
objeto fisico o mental para formar acciones, de manera que la
repeticién de esas manipulaciones permita que sean interioriza-
das para formar procesos, los cuales pueden ser encapsulados
para formar objetos. Se pueden coordinar dos o mas procesos, lo
que faculta para construir un nuevo proceso o un objeto, o bien,
construir procesos nuevos a partir de procesos existentes me-
diante el mecanismo de reversion. Cuando un estudiante es ca-
paz de revertir los pasos de una transformacion matematica se
produce un progreso significativo en su conocimiento matemati-
co (Dubinsky, 1996). Los objetos pueden ser desencapsulados re-

354 | Investigacion en Educacion Matematica



virtiendo el proceso por el cual fueron formados. Finalmente,
acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en esque-
mas (Dubinsky y McDonald, 2001).

Schema

interiorization

i processes

‘coordination
s reversal
objects

encapsulation

de-encapsulation

Figura 1. Proceso de construccion de un concepto. Fuente: Arnon et al. (2014, p. 18).

Por otro lado, la modelacién de un mecanismo de construc-
cién parte de que la visibilidad del discurso y la naturaleza de las
acciones del profesor provienen de una perspectiva sociocultural
y se reconoce que la practica docente es una actividad mediada
por el uso de ciertos «instrumentos» (Llinares, 2000) y, por lo
tanto, permiten caracterizarla. Esta perspectiva asume que:

[...] los instrumentos utilizados y su forma de utilizacion influyen
en el tipo de comprension matematica. (Llinares, 2000, p. 115)

De ahi que la justificacion del uso de los instrumentos en esa
practica se interpreta a la luz de una perspectiva cognitiva (Var-
gas, 2017).

Sin embargo, es necesario tener presente que el analisis que se
realiza mediante este constructo se refiere a la construccién de
un conocimiento mediante la interaccion entre un profesory los
estudiantes, siendo la clase un colectivo y no refiriéndose en nin-
gun caso a un estudiante concreto.

3. Metodologia

Esta investigacion tiene una aproximacion interpretativa, ya que
pretende establecer, sin juzgar, el significado que subyace a las
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acciones realizadas por un profesor (tareas, usos de los elemen-
tos matemadticos del concepto y sistemas de representacién) y
sus justificaciones. Para ello, se realizé un estudio de caso, de una
practica ordinaria, con un profesor de una universidad de Bogota
(Colombia), Felipe (pseudénimo), que impartia una asignatura
de Precalculo,! comtin a todos los estudiantes de primer semes-
tre universitario en diversos pregrados.?

La ensenianza de la funcién logaritmica se realizé con poste-
rioridad a la de la funcién exponencial y como funcién inversa
de esta altima. Se llev6 a cabo en dos sesiones de clase de noven-
ta minutos de duracién cada una. Durante las sesiones de clase
el profesor planteaba algunos ejercicios o ejemplos a los estu-
diantes a modo de tareas para resolver juntamente con ellos, de
forma que guiaran las explicaciones tedricas necesarias para
comprender el concepto.

Para la recogida de datos, se utilizaron tres instrumentos: una
entrevista inicial al profesor, las videograbaciones de cada una de
las sesiones de clase y entrevistas posteriores a cada sesion de aula
al profesor. La entrevista inicial consistié en una entrevista es-
tructurada sobre sus datos biograficos y su formacion académica.
En cada una de las entrevistas posteriores a cada clase, se revisa-
ba la grabacién de dicha sesion y se discutia con el docente acer-
ca de sus propésitos, las modificaciones realizadas respecto de la
planificacién inicial y se contrastaba con el analisis realizado por
el investigador. Se contd, ademas, con la planificacion del profe-
sor de cada una de las sesiones. Todas las grabaciones fueron
transcritas y junto con el resto de los datos pasaron a formar par-
te de una unidad hermenéutica creada con el software ATLAS.ti
(Vargas, 2017).

El analisis se realizé en tres etapas. Inicialmente se identifica-
ron los segmentos de las clases en los que se modelaba el meca-
nismo de reversion. En una segunda etapa, para cada uno de
esos segmentos, se identificaron los registros de representacién
utilizados y otros conceptos matematicos usados por el profesor
durante la ensefianza y se contrasté con las respuestas del profe-
sor en las entrevistas.

1. La asignatura de Precdlculo en Colombia se identifica con aquellos cursos pre-
vios al estudio del Analisis Matematico.

2. La denominacion Pregrado corresponde a licenciatura o grado en la estructura
de la educacion europea.
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En la tercera etapa, se fueron identificando otros mecanismos
de construccion (aparte de la reversion) que el docente modela-
ba para que sus estudiantes construyeran el concepto de funcion
logaritmica como funcion inversa de la funcién exponencial.

Los segmentos de clase estin determinados, ademads, en fun-
cion de varios parametros que permiten establecer donde se ini-
cia un segmento y donde termina: identificacién de la tarea a rea-
lizar, registro de representacion utilizado, conceptos matemati-
cos asociados y otros mecanismos de construccién involucrados.

Este andlisis se realiz6 mediante la triangulacién de todos los
datos recogidos: video y audio de clase, entrevistas con el docente,
planificacion del docente y triangulacion de investigadores que
trabajaron a partir de la misma unidad hermenéutica segmentan-
do cada clase individualmente, asignando mecanismos y discu-
tiendo las coincidencias acerca de la modelacién que los investiga-
dores extraen de las tareas e intenciones aportadas por el profesor.

Finalmente, se realizo el informe de las observaciones, anali-
sis e inferencias sobre el conjunto de datos mediante vifietas
(Vargas, 2017). Este recurso permiti6 organizar la informacién y
poder entrelazar, en un mismo documento, las evidencias y el
andlisis de datos sobre la modelaciéon del mecanismo de rever-
sion identificado en la practica y, de esta forma, la vineta se usa
para establecer y mostrar la modelacién del mecanismo de in-
version en la practica del docente.

Se entiende en esta investigacion por practica ordinaria, aque-
lla en donde el investigador no interviene ni en la preparacién ni
en el manejo las clases (Hersant y Perrin-Glorian, 2005).

4. Resultados

El analisis de dos de las sesiones de clase grabadas se correspon-
de a la introduccion que realiza el profesor de la funcién logarit-
mica como inversa de la funcién exponencial, que ya se ha tra-
bajado previamente con los estudiantes. El mecanismo de rever-
sion se modela en estas dos sesiones juntamente con otros
mecanismos como la interiorizacion, la coordinacién o la en-
capsulacion. Por ello, la descripciéon de los resultados se ha divi-
dido en tres vifietas que se corresponden con los mecanismos
identificados.
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En los didlogos escogidos para mostrar la modelacion del me-
canismo de reversion se ha utilizado la P para identificar al pro-
fesor, una E para un estudiante y la I para el investigador en las
entrevistas.

4.1. Vifeta 1: el logaritmo como operacion mediante
el mecanismo de interiorizacion de acciones

En esta vineta, el profesor parte de una situacion relativa al inte-
rés compuesto que es lo que se ha trabajado anteriormente con
los estudiantes para construir el concepto de funcion exponencial.
Por medio de diversas acciones con la operaciéon exponencial y,
variando la base de la potencia, el profesor modela el mecanis-
mo de interiorizacion de acciones en procesos.

La tarea inicial que se plantea a los alumnos es: «;En cuanto
tiempo se tiene un capital de $2.300.000, cuando se invierten
$2.000.000 a una tasa de interés del 2 por ciento anuales com-
puestos?».

El profesor procede a guiar a los estudiantes con varias pre-
guntas con el objetivo de escribir la ecuacion a la que conduce el
enunciado de la tarea. La colaboraciéon de todos los alumnos
hace que lleguen a la ecuacién:

12¢
2.300.000 = 2.000.000(1 + 0,03j

Como el profesor considera la ecuacion anterior muy elabo-
rada, empieza con una ecuacién mas sencilla: 2* = 8.

P: Entonces escribamos una parecida [va escribiendo en el tablero 2
elevado a x igual 8]. ;En qué se parece a la anterior, Juan Camilo?

: Que esta elevada a una potencia.

: ;Y qué mas?

E: Que el nimero que no se sabe estd en el exponente.

=

P: Entonces, fijense... que cuando a mi me preguntan por el expo-
nente... ;qué cosa es, Camilo? ;Tt te acuerdas del colegio?
E. Logaritmo.
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El profesor plantea preguntas para caracterizar la ecuacion y
potenciar la interiorizacién de acciones. Primero se centra en la
identificacién de la posicion en la cual se encuentra la incégnita
y la interpretacion del logaritmo de un nimero como el valor
del exponente en una potencia, es decir, esta ligado a la opera-
cioén inversa.

A continuacion, se cambia de base y, en lugar de utilizar la
base 2, utiliza la base 10. El profesor modela con los alumnos el
mecanismo de reversion para diversas potencias enteras de 10.

P: Logaritmo en base 10 de 10000. Vamos pensando, no lo digan
todavia... ;Carlos?

: Cuatro.

: Cuatro. Ustedes qué dicen.

Si.

: Lo comprobamos. Diez por diez, cien, por diez, mil, por diez,
diez mil. Era cuatro [lo escribe en el tablero].

oom oo

P: Ahora pensemos en valores que no son potencias de diez. Por
ejemplo, logaritmo de 45. Si uno fuera buscar el logaritmo de 45
y empieza a mirar diez, entonces uno dice 10 por 10 es cien. Se
pasd, entonces uno dice debe ser un nimero que estd entre...

E: Unoy dos.

En esta vifieta se puede comprobar como el profesor utiliza la
operacion de la exponencial variando la base (2 y 10) para mo-
delar la interiorizacién de acciones y construir la operacion loga-
ritmo. Esto no se hace exclusivamente con exponentes enteros,
sino que aprovecha la tabla de los logaritmos de la unidad segui-
da de ceros para establecer la escala logaritmica y poder determi-
nar la parte entera del logaritmo decimal de un nimero que no
es una potencia de 10.

4.2. Vineta 2: la funcion logaritmica como
desencapsulacion del objeto funcion exponencial

Al tratamiento del logaritmo como operacién le sigue la cons-
truccion de la funcién logaritmica. Sin embargo, en el desarrollo
de estas tareas, el profesor retorna en varias oportunidades a la
operacion logaritmo. El centro de atencion recae en algunos pun-
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tos de la representacion grafica de la funcién exponencial, con lo
cual esta favoreciendo la desencapsulacion de esta funcién.

En este contexto se plantea una nueva tarea que consiste en
calcular el logaritmo natural de un niimero decimal: 0,1. Para ello, el
profesor recurre a la funcién exponencial y = 10"y pregunta por la
forma de la grafica de dicha funcién, por lo cual esta favorecien-
do la desencapsulacion del objeto funcion exponencial (en su re-
presentacion grafica) en un proceso de asignacion de valores.

E: Logaritmo en base 10 de 0,1.

P: Veamos. Si yo tengo 10 elevado a la cero da uno y diez a la uno
da 10. El nimero no estd entre 1 y 10. Ese esta entre el cero y el
uno... ;Se acuerdan cual era la grafica de la funcién y igual a 10
elevado a la x? Recordemos la grifica.

o - A

b} . ‘0
-
“\)‘ ’ -|_|_\/
. AD; = =

Figura 2. Imagen de la grafica de y= 10" en el tablero.

P: Entonces ;cémo ir bajando el exponente? Estos nimeros ;como
son? [sefiala en el eje valores negativos]. Por ejemplo, este es

scudl?

E: Menos 1.

P: Menos 1. Y jcuanto es el 10 a la menos 12

E: Un décimo. Cero coma uno.

P: Siyo le pregunto, digame diez elevado a qué nimero me da cero
como uno, usted ;qué nimero me diria?

E: Menos 1.

Continta de la misma forma para otros valores decimales
como 0,01 para llegar a la conclusiéon de que log,,10* = x.
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En esta segunda vineta se modela el mecanismo de reversién
a partir de la representacion grafica de la funcion y = 10%, desen-
capsulando el objeto funcién exponencial en un proceso para
determinar el logaritmo de nimeros decimales, encontrando
que el resultado es un nimero negativo. Es importante resaltar la
insistencia que el profesor muestra en cuanto a que la funcién
debe ser uno a uno (Bayazit y Gray, 2004) lo que se modela me-
diante la coordinacién de los procesos funcién exponencial y
funcién cuadratica con la que se compara.

P: ;Qué quiere decir que se una funcién uno a uno, Nicolas?

E: Que cuando trazamos lineas.

P: Que cuando la cortamos con lineas horizontales la intersecta en
un solo punto.

E: Que para cada valor de x le corresponde solo uno en y.

P: Ustedes ;qué opinan de lo que dice Carlos? ;Serd suficiente con
lo que él dice? Por ejemplo, esta funcion. [Escribe en el tablero f
de x igual a x al cuadrado, y realiza la gréfica.]

4.3. Vineta 3: el objeto funcion logaritmica
coordinando la inversion de diversas funciones

Para propiciar la construccion del objeto funcién inversa general, el
profesor procede primero con tareas de construccion de varios pro-
cesos de funciones inversas particulares: una funcién cuadratica,
una lineal y una exponencial. Para ello utiliza diferentes métodos
tanto en el registro grafico como en el simbélico y lo ejemplifica
para funciones conocidas como funciones lineales o cuadrdticas, para
luego coordinar estos procesos con la funcion exponencial. Eso se
realiza como un proceso y recurriendo a la representacion grafica de
dicha funcién. Toma un valor particular, potenciando que los estu-
diantes trabajen con dicho caso y luego generalicen a la funcion.

En este momento, como la funcién exponencial particular es
una funcién uno a uno, se propicia la encapsulaciéon de su fun-
cion inversa, la funcién logaritmica, mediante el intercambio de
variables.

P: Entonces, la pregunta es ;cudl es la inversa de la funcién dos a la

x? Vamos a seguir el camino de intercambiar la x y la y, y luego
tengo que despejar la y.
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s xigual adosalay.

:'Y ahora voy a despejar la y, pero la y ;dénde esta?

: En el exponente.

: Sila voy a despejar, ;como la tengo que despejar? Con...
: Con un logaritmo.

: Con un logaritmo, ;co6mo me queda?

: y igual a logaritmo en base dos de x.

esliisvBiesBiav BlesBlav Bl es|

Se cambia al registro grafico, para lo cual se modela la desen-
capsulacion en un proceso tomando algunos puntos de la grafi-
ca de la funcion exponencial, realizando la inversiéon punto a
punto de forma geométrica.

P: Vamos a hacer la grifica de la funcién. ;Qué hay que hacer para
elaborar la gréfica de la funcién logaritmo en base dos de x?
E: Poner el espejo.

Figura 3. Construccion de la grafica de la funcion logaritmo en base dos como
inversa de la funcion y = 2%

P: El espejo va por aqui, a 45 grados, y entonces vamos a ver en
donde estan los reflejos. Por ejemplo, este punto ;qué coordena-
das tiene?

E: (0,1).

P: Las parejas se intercambian. Si estd en (0,1), en la inversa estd en
(1,0). Otra pareja, por ejemplo (2,4), quiere decir que la x vale
dos, dos a la dos, la y vale 4. De manera que en la gréfica de la
inversa a aparecer...
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La tarea de realizar la grafica punto a punto requiere del pro-
ceso de inversion de las coordenadas de cada pareja ordenada
(Pettersson et al., 2013) y estas acciones se pueden potenciar
para ser interiorizadas como un proceso.

Finalmente, se utiliza la funcién compuesta entre las dos fun-
ciones inversas para examinar que el resultado es la funcién

identidad.

P: Si usted, por ejemplo, toma 3. Ponga a trabajar primero la expo-
nencial y eleve dos a la tres. Esto le da un niimero. Y si después
dice que va a buscar el logaritmo en base dos de ese nimero,
scudnto le da eso?

E: Tres.

En esta tltima vifieta se observa cémo se construye el objeto
funcion logaritmica como inversa de la funcién exponencial,
realizando la inversion de diferentes formas: por un lado, a tra-
vés de la grifica simétrica respecto a la recta y = x de la funcion
exponencial (y en el caso de la funcién lineal invirtiendo la pen-
diente de la recta); por otro, intercambiando la x y la y en la ex-
presion analitica de la funcion exponencial y despejando la y.
Finalmente, recordando que la composicion de una funcién y su
inversa constituye la funcion identidad. Todo ello utilizando di-
ferentes registros de representacion y coordinando diferentes
procesos correspondientes a las funciones lineal, cuadratica y ex-
ponencial.

5. Discusion y conclusiones

El andlisis de la practica de un profesor cuando ensena la fun-
cién logaritmica como inversa de la funcién exponencial nos ha
permitido organizar la modelacién del mecanismo de reversion
en tres vifietas, a partir de tres tareas en las que se modelan tres
mecanismos de construccion de la funcion logaritmica.
Vidakovic (1997), cuando propone una descomposicién ge-
nética de la funcién inversa, considera que los estudiantes alcan-
zan una comprension de este concepto cuando integran los es-
quemas de funcion, funciéon compuesta y, finalmente, la funcion
inversa. En la prdctica que se describe en este capitulo se han
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identificado aquellos momentos en los que el profesor recurre a
estos tres esquemas. Utiliza diferentes funciones (lineal, cuadra-
tica, exponencial), propone la composicion de una funcién y su
inversa para obtener la funcién identidad, y modela el mecanis-
mo de reversion de procesos y objetos para construir la funcién
logaritmica.

En las tareas seleccionadas por el profesor con las que se bus-
ca potenciar la comprension de la funcién inversa se recurre a
diferentes métodos: el método de deshacer (Even, 1992), que la
composicién de una funcién y su inversa sea la identidad, en
la accion de intercambiar variables (Vidakovic, 1996) y cuando
se trabaja en el registro grafico y se hace una simetria de la grafi-
ca de la funcién exponencial respecto de la recta y = x (Carlson y
Oehrtman, 2005). Métodos que, de acuerdo con los investigado-
res citados, presentan algunas dificultades atendiendo a las exi-
gencias cognitivas que requieren para lograr la comprensién por
parte de los estudiantes.

En este caso, el andlisis ha mostrado que el mecanismo de re-
version no se modela de forma aislada, interviniendo, por lo
tanto, una gran exigencia de construcciones mentales, dado que
se combina con otros mecanismos. Asi, se combina con la inte-
riorizacion de acciones no solo sobre la operacién exponencial,
sino también con acciones sobre la exponencial como funcién.
También se combina con la desencapsulacién de la funcién ex-
ponencial como objeto para convertirla en un proceso cognitivo
y con la coordinacién de otros procesos relativos a funciones li-
neales y cuadraticas.

Por otro lado, se ha comprobado como el mecanismo de re-
version del objeto funcion exponencial (y = a*) se lleva a cabo
a través de la inversion de funciones exponenciales particulares
(y=2%y=10"y=>5" (Vargas et al., 2020). Esto se hace modelan-
do la interiorizacién de acciones y considerando el logaritmo,
por un lado, como operacién y, por otro, como funcion. Ade-
mads, se han considerado registros no solo simbélicos, sino tam-
bién graficos.

La descripcién de las vinetas puede ser ttil tanto en la forma-
cion de futuros profesores como para mejorar la propia practica
(Gonzidlez y Portugal, 2018; Vargas, 2017). Es esencial la transfe-
rencia de los resultados de este tipo de investigaciones sobre la
practica, dado que, la formacion y el conocimiento del profesor
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se nutre tanto de la investigacion como de la propia experiencia
del docente, de forma que las investigaciones mds recientes so-
bre el conocimiento del profesor se centran en dicha practica
(Llinares, 2013).

El andlisis de esta practica, contrastado con los antecedentes
que se presentan en esta investigacion ha llevado a los autores a
continuar las indagaciones en orden a establecer una propuesta
para la formacion de profesores y aportar en la deconstruccion del
concepto logaritmo y la funcion logaritmica, en este caso, a partir de
«modelos basicos» enunciados por Weber (2016, 2017) y propo-
niendo el uso de las publicaciones especializadas en este campo.
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